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CONJUNTOS NUMERICOS

Numeros Naturales (N)

Los primeros numeros utilizados por los seres humanos fueron los numeros naturales:
1,2, 3,4, .... El conjunto de Numeros Naturales se denota con N:

N={1,2,3,4,.}
Si se incluye el cero se escribe Ng:
No={0, 1,2, 3,4,...}
El conjunto de NUMEROS NATURALES posee las siguientes propiedades:
e Es un conjunto ordenado segun la relacion de menor
e Tiene primer elemento
¢ Es un conjunto infinito ( no tiene ultimo elemento)

¢ No es denso, es discreto porque entre dos elementos cualesquiera existe un numero finito
de numeros naturales

Este conjunto se puede representar en una recta numérica:

En la recta puede verse el orden de estos numeros, por ejemplo:
% 0 es menor que 2, en simbolos: 0 < 2
% 4 esmayorque 3, 4>3

En general, el numero o es mayor que B (o > B), si  se encuentra a la izquierda de .

Operaciones en el conjunto de Nimeros Naturales

1. ADICION o SUMA
1+34+4=8 <«—Sumao

\ T / resultado

Sumandos

Propiedades de la adicién o suma:

1.- La suma cumple la ley de clausura, es decir, la suma de numeros naturales tiene como
resultado otro numero natural.

Vo,eN:a+BeN
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2.- La suma es asociativa, es decir, que el resultado no varia si se realizan sumas parciales
Vo,B,yeN:a+(B+y)=(a+B)+y
3.- La suma es conmutativa, es decir, el orden de los sumandos no altera la suma
Va,eN:(a+B)=(B+a)
4.- Existencia de elemento neutro: el cero es el elemento neutro para la suma
VaeN: (a+0)=(0+a)=a

2. MULTIPLICACION

Los términos de una multiplicacion se llaman FACTORES, el resultado de la
multiplicacién se denomina PRODUCTO.

1.3.4=12 « Producto

N

Factores

Propiedades del producto:

1.- El producto es una ley de composicion interna, es decir, el producto de numeros naturales
tiene como resultado otro nimero natural.

Va,feN:a.BeN

2.- El producto es asociativo, es decir, que el resultado no varia si se realizan productos
parciales

Va,ByeNza(B.y)=(a.B)y
3.- El producto es conmutativo, es decir, el orden de los factores no altera el producto
Vo,BeN:(a.B)=(B.c)
4.- Existencia de elemento neutro: el uno es el elemento neutro para el producto
VaeN: (a.)=1.a)=a
5.- La multiplicacion es distributiva con respecto a la suma.
Vo,ByeN:a(PB+vy)=(a.B)+(cx.7)

3. RESTA O DIFERENCIA

8 - 4= 4 «— diferencia

T T o resta

sustraendo
minuendo

La sustraccién o resta de dos numeros naturales existe si y solo si el minuendo es
mayor que el sustraendo.
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Propiedades de la resta o diferencia:

1.- La resta no es asociativa, es decir, que el resultado varia de acuerdo a como se asocien los
términos. Por ejemplo:

10-(4-1)=7noesiguala(10-4)-1=5
2.- La resta no es conmutativa. Por ejemplo:
6 - 4 esta definida en el conjunto de los naturales pero 4 — 6 no esta definida en N

3.- La multiplicacion es distributiva con respecto a la diferencia.
Va,ByeN:a(B—y)=(a.B)—(a.7)

4. DIVISION O COCIENTE

Dividendo 19 | 2 «— Divisor

Res‘ro—»\“lf =9 <«— Cociente

En la division se verifica que:
DIVIDENDO = DIVISOR . COCIENTE + RESTO

Para que la division sea exacta el dividendo debe ser multiplo del divisor.

5. POTENCIACION

Exponente

Base 32 ° = 2.2.2=8 «— Potencia

La potenciacién es un caso particular de producto: todos los factores son iguales
En general, la n-ésima potencia puede expresarse simbdlicamente como:

(Xn:(X.O(..(X....O(.

n ve¥es

La base es el numero que se multiplica y el exponente indica las veces que se multiplica la
base

a" se lee alfa elevado a la ene
4% se lee cuatro a la tercera potencia o cuatro al cubo

Propiedades de la potenciacion:

1.- La potenciacién no es conmutativa, por ejemplo:
52noesiguala2®
2.- La potenciacién no es distributiva con respecto a la sumay a la diferencia, por ejemplo:
(2 +3) =25 es distinto a 22 + 3°= 4 + 9= 13
3.- La potenciacion es distributiva con respecto al producto y al cociente
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Va,B,yeN:(a.B) =a’ .Y

Va,B,yeN:(a:B) =a’ /BY

4.- Producto de potencias de igual base: el producto de potencias de igual base es otra
potencia de la misma base cuyo exponente es igual a la suma de los exponentes de las
potencias dadas.

En simbolos:

n

an am=am+
6°.6°=6"?=6°

5. Cociente de potencias de igual base: el cociente de potencias de igual base es otra
potencia de la misma base cuyo exponente es igual a la diferencia entre los exponentes de las
potencias dadas

En simbolos:

n

a":aM™=a™
34:32=34-2=32

6. Potencias de potencia: la potencia de otra potencia es una potencia de la misma base cuyo
exponente es igual al producto de los exponentes dados

n

(a n) m= a n.m
(4%°= (4)°
Exponente cero
El exponente cero aparece cuando se dividen dos potencias iguales:
24:24=24—4=20

Pero, en este caso estamos dividiendo un niumero por si mismo

242=1

Luego:

2°=1

Todo numero natural distinto de cero elevado a la cero da por resultado 1

6. RADICACION

La radicacion es la operacién inversa a la potenciacion.
Indice
g./g — 2« Raiz

Radicando

n general, la raiz enésima de un natural en lenguaje simbdlico es:

Vo =xo x"=a
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Propiedades de la radicacion:

1.- La radicacion no es conmutativa, por ejemplo:
Y8 noes igual a &3

2.- La radicacion no es distributiva con respecto a la suma y a la diferencia, por ejemplo:

Vo -Ja=1noes iguala v9—-4 =5

3.- La radicacioén es distributiva con respecto al producto y al cociente

Vo,ByeN: Yo .p=Va.UB
V(x,B,yeN:X/(x:B:%/W(/E

4.- La potencia de una raiz es igual a la raiz de la potencia del radicando.

[%)”‘ _Wum

3
(i‘/ﬂ) — 243
5.- La radicacién de una raiz es igual a una raiz cuyo indice es igual al producto de los indices.
Ve =PYa =V
fea -3%64 - %64

6.- Si el indice y el exponente del radicando de una raiz se multiplican o dividen por un mismo
numero, la raiz no varia.

Ya0d _ 33042 _ 3 3p4:2

Numeros Enteros

La sustraccién o resta de dos numeros naturales existe si y soélo si el minuendo es
mayor que el sustraendo. Para resolver el caso contrario, surgié el conjunto de los numeros
enteros que se denota con Z. Este conjunto esta formado por el conjunto de niumeros naturales
(o enteros positivos), el cero, y el conjunto de los enteros negativos, simbdlicamente:

Z=Nuf{o}uz"
El conjunto de NUMEROS ENTEROS posee las siguientes propiedades:
e Es un conjunto infinito

¢ Cada numero entero tiene un Unico antecesor y un unico sucesor.

e Es un conjunto discreto, es decir entre dos niumeros enteros existe un conjunto finito de
numeros enteros.

e Cada numero entero tiene opuesto (el opuesto de a es -a y el opuesto de -a es a)
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Este conjunto se puede representar en una recta numérica:

v

A

Valor absoluto de un numero entero

El valor absoluto de un nimero entero «, se indica como |oc| , €s por definicion igual a a si o es

un numero entero positivo o cero, e igual al opuesto de a si a es un numero negativo.
Simbdlicamente:

a,sia>0

o = ,
—a,sia <0

Puede decirse también que el valor absoluto 0 médulo de un nimero entero « es la distancia al
cero, la distancia es un numero positivo. Por ejemplo,

6 =6:|-4|= 4

Orden en el conjunto de numeros enteros

En la recta numérica, la flecha indica el orden creciente en valor absoluto. Puede afirmarse
que:

v Dados dos numeros positivos, es mayor el de mayor valor

v" Dados dos niumeros negativos es mayor el de menor valor absoluto

v Todo numero positivo es mayor que cero

v Todo nimero negativo es menor que cero

Puede observarse en la recta numérica que, por ejemplo, 3 >0; 2 < 3;-5<-1;-3 <1, etc.

Operaciones en el conjunto de Nimeros Enteros

Dada la correspondencia entre los numeros naturales y los numeros positivos las
operaciones en Z verifican las mismas propiedades que en N y ademas deben ampliarse.

1. SUMA O ADICION
En la suma de numeros enteros se pueden presentar los siguientes casos:
a) Suma de numeros enteros del mismo signo

La suma de dos numeros enteros del mismo signo es ofro numero entero tal que su
signo es igual al de los sumandos y su valor absoluto es igual a la suma de los valores
absolutos de los sumandos.

Por ejemplo:
(+2)+(+3)= 2+3=5 (4p(-5)=-9
b) Suma de numeros enteros de distinto signo

La suma de dos numeros enteros de distinto signo es otro numero entero tal que su
signo es igual al del nimero de mayor valor absoluto y su valor absoluto es igual a la diferencia
de los valores absolutos de los sumandos.

Por ejemplo:
(+10)+(-3)= +7 (4)+(-9)=-5
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2. MULTIPLICACION O PRODUCTO
En el producto de numeros enteros se pueden presentar los siguientes casos:
a) Producto de numeros enteros del mismo signo

El producto de dos numeros enteros del mismo signo es otro numero entero tal que su
signo es positivo y su valor absoluto es igual al producto de los valores absolutos de los
factores.

Por ejemplo:
(+2).(+3)= +6 (-4).(-5)= +20
b) Producto de niumeros enteros de distinto signo

El producto de dos numeros enteros de distinto signo es otro nimero entero tal que su
signo es negativo y su valor absoluto es igual al producto de los valores absolutos de los
factores.

Por ejemplo:
(+10).(-3)=- 30 (4).(-9)=- 36
¢) Producto de varios nimeros enteros

El producto de varios factores distintos de cero es otro numero entero tal que su signo
es positivo si el nimero de factores negativos es par y negativo si el numero de factores
negativos es impar y su valor absoluto es igual al producto de los valores absolutos de los
factores.

Por ejemplo:
(+1).(-3).(-2) = +6 ( 2 factores negativos)  (4).(-2) (-2)(-3)= - 48

En la Tabla 1 se presentan, simbdlicamente, las propiedades de la suma y del producto.

Tabla 1. Propiedades de la suma y el producto

Propiedad Suma Producto
Clausura Vo,peZ . a+pBeZ Vo,peZ:a.fe’
Conmutatividad | Vo, BeZ: (a+B)=(B+) Vo,peZ:(o.B)=(P. )
Asociatividad | Vo,ByeZ:ia+(B+7)=(a+P)+y Vo,ByeZio(B.y)=(a.p)y
Distributividad Vo,ByeZ:o (B+7v)=(a.p)+(c.7)
Existencia de VaeZ: (u+0)=0+a)=o VaeZ (ao.N=1.a0)=
elemento
neutro
Existencia de VaoeZId-aeZloa+(—a)=0
opuesto

3. RESTA

La diferencia de dos numeros enteros puede definirse como la suma del primero mas el
opuesto del segundo, simbdlicamente:

owPeZia—PB=a+(—P)
Por ejemplo:

(+101(3)= (+10) +(-3)}= (+10)+(+3)=13
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(20(+9)= (-2) + (-9)= -11

4. DIVISION

La division exacta de dos numeros enteros, es decir que el resto sea igual a
cero, no siempre es posible, es necesario que el dividendo sea multiplo del divisor.

Division exacta de numeros enteros

Si se da este caso, entonces el resultado es otro numero entero tal que su signo
es positivo si los numeros tiene el mismo signo, es negativo si los numeros tienen
distinto signo y el valor absoluto es el cociente de los valores absolutos de los numeros
dados.

Por ejemplo:
(+64):(+8)= (+8) (-24):(+6)= - 4

5. POTENCIACION

La definicién de n-ésima potencia dada para los numeros naturales es valida para los
enteros, asi como también las potencias con exponente 0 y 1. En lenguaje simbdlico:

VaeZaneN: o =ou0uLaL ...

n veces
VoaeZ-{0}:a =1

VoceZ:oc1:oc

La potencia de un numero entero es negativa cuando la base es negativa y el
exponente impar, en el resto de los casos es positiva.

Por ejemplo:
(-20°=-8 (-2)*=16

La potenciacion de numeros enteros cumple las mismas propiedades que la
potenciacién de numeros naturales.

6. RADICACION

La definiciébn de raiz n-ésima dada para los numeros naturales es valida para los
enteros.

aecZyneNsiendon>1=Va =x <o x" =«

Si el indice de la raiz es impar, la raiz tiene el mismo signo que el radicando.
Si el indice es par y el radicando es positivo, las raices son dos numeros opuestos.
Si el indice es par y el radicando es negativo, la raiz no tiene solucién en Z.
Por ejemplo:
Y27 =43 puesto que(+3)3 =27
¥+16 = +2 puesto que (+2)* = +16y (-2)* = +16
La radicacion cumple con las propiedades de la radicacién de numeros naturales y

puede mencionarse otra propiedad:
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Si el indice y el exponente del radicando son iguales:
a) laraiz es igual a la base de la potencia cuando el exponente es impar
b) la raiz es igual al valor absoluto de la base de la potencia cuando el exponente es par.

Por ejemplo:

Jo@ -%B -2 V4P =4 =+ 4

Nudmeros Racionales

En el conjunto de los numeros enteros, si el dividendo no es multiplo del divisor, la
division no puede realizarse. Para solucionar este problema surge el conjunto de los numeros
racionales que se simboliza con Q.

. , . ., 03
Dados a, p € Z, B # 0, se denomina numero racional a la fraccion E
<4—— numerador

o
B <—— denominador

Clasificacion de fracciones

1.- Son fracciones equivalentes las que representan el mismo punto en la recta numérica y

resultan de multiplicar numerador y denominador por el mismo numero. Por ejemplo:g;é;%.

2.- Son fracciones irreductibles aquellas cuyo numerador y denominador son numeros

. : . - . 2 3
coprimos, es decir no tienen divisores comunes. Por eJempIo:7;§;ﬂ.

3.- Son fracciones aparentes aquellas cuyo numerador es multiplo del denominador. Son
. 4 12 9
nuameros enteros. —;—;—
2 4°3
El conjunto de NUMEROS RACIONALES posee las siguientes propiedades:
e Es un conjunto infinito

e Es un conjunto denso, es decir entre dos numeros racionales existe un conjunto infinito de
numeros racionales.

e Es un conjunto ordenado.
Este conjunto se puede representar en una recta numérica:

v

83 2 1 0 1

3

A

1 9

2 4
.
2

Orden en el conjunto de numeros racionales

., . oy . -
Para comparar dos numeros racionales Eygse debe considerar lo siguiente:
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v 2¥ o as<B.
5% By
v LYo as=B
B3 By
v —a>1<:>oc.8>.
5% By

Operaciones en el conjunto de Nimeros Racionales

Las cuatro operaciones fundamentales (suma, resta, multiplicacion y division) tienen
solucién en Q, es decir son operaciones cerradas.

1.- SUMA O RESTA
Para sumar o restar fracciones es necesario que tengan el mismo denominador.
Para reducir fracciones a comun denominador:

v se determina el maximo comun multiplo (m.c.m.) de los denominadores de las
fracciones.

v" Se calculan las fracciones equivalentes de cada término con ese denominador

En simbolos, &+ 1 = &0 LAY
B & B.S
i 1 2 13422 3+4 7
Por ejemplo: —+—== _ 7
2 '3 23 5 6
2.- PRODUCTO

El producto de dos o mas fracciones es otra fraccidn cuyo numerador es el producto de
los numeradores de los factores, y cuyo denominador es el producto de los denominadores de
los factores.

En simbolos: —=.~ = %¥
B8 PS5
. 12 12 2 1
Por ejemplo:—. == —===—
23 23 6 3
3.- DIVISION

El cociente entre dos fracciones es igual al producto entre el dividendo y el inverso
multiplicativo del divisor.

—1
M:z_[xj _ %38 onpy =0
B vy

Inverso multiplicativo

-1
Dada una fraccion % su inverso multiplicativo [%} es otra fraccion tal que multiplicada por la

-1
primera da por resultado 1. El resultado de [%} es é
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Si por ejemplo se tiene que dividir %entre%:

i.z_i[zj‘tiz_z_ﬁ
53 5\3) 52 10 5

4. POTENCIACION
Se consideran dos casos:
a) Potencia de exponente natural

Para elevar una fraccién a la n-ésima potencia se eleva numerador y denominador a la
n, en simbolos:

b) Potencia de exponente negativo

Una fraccién de exponente negativo se puede transformar en una potencia tal que la
base es la inversa de la base de la potencia dada y el exponente es positivo y de igual valor
absoluto que el exponente de la potencia dada. Simbdlicamente:

(%j_n = [gjn cona =0

c) Potencia de exponente racional

La potencia %de una fraccién se obtiene calculando la raiz q-ésima de la potencia p-

ésima del niimero. En simbolos: [qu =9 (Ej

Se cumplen las mismas propiedades que la potenciacion de numeros naturales y
enteros.

5. RADICACION

Simbdlicamente:
n
o x [xj _a
Nf—=— | — = —
By y B

La regla de los signos es la misma que la enunciada para la radicacion de numeros
enteros.

Estas operaciones verifican las propiedades descriptas para numeros naturales y
enteros. Se debe tomar en cuanta que el denominador debe ser distinto de cero.

Notacion cientifica

La notacion cientifica es una forma de expresién que permite operar facilmente con
numeros muy grandes o muy pequefos puesto que simplifica el modo de representarlo. El
numero en esta notacion se expresa como el producto de un niumero cuyo valor absoluto sea
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mayor o igual que 1 y menor que 10 y una potencia de base 10 cuyo exponente indica la
cantidad de ceros a la izquierda (si el exponente es negativo) o a la derecha (si el exponente es
positivo) de la coma decimal. Practicamente, si la coma se corre a la izquierda, la potencia en
base 10 sera positiva, y el exponente indica, como se menciond anteriormente, la cantidad de
ceros a la derecha de la coma decimal; y si si la coma se corre a la derecha, la potencia en
base 10 sera negativa.

Por ejemplo:
2.000.000 se puede expresar como 2.10°
0,000000012 se puede expresar como 1,2.10°®

Nudmeros Irracionales

Los numeros irracionales se denominan asi por la imposibilidad de expresarlos como
una fraccion.

Un numero es irracional si su expresidn decimal tiene infinitas cifras decimales no
periddicas. Dos ejemplos muy conocidos son: V2 = 1414213562 ... y © = 3141592654 ...

El conjunto de numeros irracionales se denota con I.

La representacion grafica de estos numeros completa la recta numérica.

Nudmeros Reales

La unién del conjunto de numeros irracionales, I, con el conjunto de los racionales Q da
como resultado un nuevo conjunto que es el de los numeros reales. Este se denota con R.

Se tiene entonces: R=Q u | yademas N c Z c Q c R. Esquematicamente:

R

El conjunto de NUMERQOS REALES posee las siguientes propiedades:
e Es un conjunto infinito

e Es un conjunto denso, es decir entre dos numeros reales existe un conjunto infinito de
numeros reales.

e Es un conjunto ordenado.

Este conjunto ocupa toda la recta numérica.

En el conjunto de NUMERQOS REALES las operaciones suma, resta, multiplicacion,
divisién, cumplen con las propiedades de clausura, conmutatividad, asociatividad,
distributividad (de suma o resta respecto del producto o cociente), existencia de
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elemento neutro, existencia de opuesto. Potenciacion y radicacion verifican todas las
propiedades detalladas para todos los conjuntos numéricos incluidas en este conjunto infinito
de numeros reales.
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Trabajo Practico N°1

Conjuntos numéricos

Numeros naturales

1. Complete las siguientes tablas aplicando propiedades de:

a) la suma
Asociatividad Conmutatividad
b c (a+b)+c = a+(b+c) a+tb = b+a
15 |2
1 0 28
11 |5 6
b) del producto
Asociatividad Conmutatividad
a b c (ab)e = a(bc) ab = ba
1 2 3
4 8 1
5 8 9

2. Calcule el resultado de las siguientes expresiones combinadas

a)3+5-(4-3) e)18—4-(4-2-6)+15:3
b)3-(4+2)-3 f)5-(7-3-2)-12:4
c)3-(6-2)+4-(2+3) 9)8:(2-4)+6:(3-2)
d)12-(3+4-2-1)+4 h)4-6:3-(10=-12:2+1)

3. Calcule las siguientes potencias:
a) 2% b) 4% c) 5% d) 12%, e) 9°

4. Aplicando las propiedades de potencias de igual base resuelva:

5. Calcule las siguientes raices:
2 or—
a) \/Z; b)g/f;c) %;d) (%) ;e) 3%/6_4
Ndmeros enteros
6. Coloque el signo que corresponda: mayor, menor o igual.

a) 3..-12 b)|-2...-2 ¢) 0..5 d)6 ...5 e) —(-5)...|-5§ f) 0..-3

7. Indique que propiedades se cumplen para la suma y el producto en Z
Dra. Lucrecia Chaillou
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8. Calcule las siguientes:

a) sumas:

i) (-9) + (+12) + (+8) + (-21)+ (-1)

ii) (+10) + (-4) + (+11) + (-2)

b) diferencias:
) (+24) - (+15)
i) (+12) — (+32)

9. Realice las siguientes operaciones:

a) {(+15) - [(+4) - (-6) + (+3)]}

b) (-14) + (-6) + [(-8) - (-2) + (-1) - (+4)]
¢)=[-7) + (-2)] +[(-9) = (-2) = (-1)] - (+30)
d) = {(-6) + [(-2) = (-10)] + [(-1)-(+2)]} + (+12)

Curso de Ingreso 2013

c) productos
i) (-10) . (+.2) . (+4)
i) (-11) . (+3). (-2) . (+6) . (+4)

C) cocientes
i) (-32) : (-8)
i) (+30) : (-6)

10. Resuelva las siguientes operaciones combinadas

a) (-10=8) : (-9) + (- 3).(-4)
b) [(+10). (-3) = (-2). (+3)]: (-4 + 1)
c){18-[3+18:(3- 2)}: (9 - 3)
d)12-[(3-4+2)-(9-2- 3)]

11. Resuelva aplicando las propiedades convenientes de la potenciacion:

a) (-3). (-2) . (-4)°
b) {[(-2)2]3}4
c) [(-3) . 2(-5)

d)[2. (-2) +(-4)T°
e) [(-4)°: (-2)7. (-3)°

12. Resuelva aplicando las propiedades convenientes de la radicacion:

a) +/25.36.64
b) ¥/8.27.64

Numeros racionales

c) ¥=32.(-2+4):(-2)?

d) (-6+2)%:2-364.(-2)°

13. Calcule la fraccién irreducible equivalente a cada una de las dadas.

a)ﬁ

b) 42 C) _24
15 49 54

g) &1
45

14. Escriba fracciones equivalentes a las indicadas que tengan el mismo denominador.

Dra. Lucrecia Chaillou
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2

a) b) =

3
J— C J—
3 ) 8
15. Escriba mayor, menor o igual, segun corresponda:

a)l...g b) 2 7 c) 4.2 d)i...g

5 3 10 49 '25 3 81 3

16. Encuentre el resultado de:

1 2 5 5 2 1 4 7 3 1 2 5
a) —+—+— b) ———+— C) —+—+— d) ————-—
5 3 8 6 3 4 3 8 9 5 3 4

17. Determine el resultado de las siguientes operaciones:
4 1)/ 8 10 5 3Y8 10 4\ (1 1 3
a)|—:i= || —:— b) | —:— || —:— c)|—=|:i|—=+=|—=
3 8/\20 2 21 25)\20 2 3)\4 2) 8

18. Efectue las siguientes operaciones indicadas:

Wi HE

C) _3+; %
(S} ds] (Ses D NN
4'8 9

19. Calcule las siguientes:

a) potencias
(4 0w
b) raices

i) #}ij i) ﬂ-gl- i) |- iv)§ﬁf§i
64 256 36 243

20. Efectue las siguientes operaciones combinadas:

Sl
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-3 (D06
o4 Fy”

d) 1—%.(—2)3 +[lj_2 :g

21. Indique que propiedades se cumplen para la sumay el productoen Qy enR

22. Exprese en notacion cientifica las siguientes cantidades:

a) 300 000 000 f) 0, 000 000 9
b) -7894,34 g) -18 400 000 000
¢) 0,000 000 1 h) 0, 000000000 93
d) 456,987 i) 0, 00120
e) 0,000 000 62 j)5480000

Problemas de aplicacion

I) Un camién transporta 5000 L de leche para suministrar a tres fabricas de productos lacteos.
En la primera descarga 1500 L, y en la segunda, 865 L. Después de abastecer a la tercera
fabrica, todavia quedan 1975 en la cisterna del cami6én; g¢con cuantos litros se ha
aprovisionado a esta ultima?

II) En una panaderia se dispone de 40 docenas de huevos para hacer 50 bizcochuelos y con los
huevos que sobren, algunas galletas. Por cada bizcochuelo se emplean 6 huevos, y por cada
docena de galletas, 4 huevos. ¢Cuantas galletas podran hacerse?

III) En una granja avicola se han recogido 6500 huevos. En el control de calidad se retiran 260,

Con el resto se preparan 120 cajas de dos docenas y los demas se reparten en cajas de una
docena. ¢Cuantas cajas de una docena se preparan en total?

IV) En un vivero se quieren plantar 529 cipreses en hileras, formando un cuadrado. sCuantos
cipreses hay que plantar en cada hilera?

V) El presupuesto de un pais es de quince billones de délares., ¢cuanto tiene que aportar cada

individuo en promedio si el pais tiene doscientos cincuenta millones de habitantes?

VI) Si la distancia Tierra- Luna es 384 000 km y desde la Tierra al Sol es 150 000 000 km.
¢Cuantas veces esta la Tierra mas lejos del Sol que de la Luna?
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VII) En cierto cultivo se tenian 200 protozoarios que se duplicaban por biparticién cada dia. Si
en este momento se cuentan 236000 protozoarios ¢cuantos dias transcurrieron desde que se
inici6 el cultivo?

VIII) Se tiene un campo de 12 ha por 4 ha. Se quiere arar los dos tercios del campo ¢Cuantas
ha quedaran sin arar?

IX) La compra de reactivos de un laboratorio de analisis de suelos costé $ 4500.- Si un quinto
del total corresponde a solventes organicos, dos tercios a reactivos soélidos y el resto a reactivos
liquidos ¢Cual es el monto en pesos de cada uno de estos insumos?
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MAGNITUDES PROPORCIONALES

Razones y proporciones

Se denomina razén entre dos niumeros a 'y b (b # 0), al cociente de la divisién de a por
b. El primer nimero se denomina antecedente y el segundo consecuente. En simbolos:

a: b o bien a
b

Por ejemplo, el porcentaje es una razon entre un numero y 100, la densidad de una
sustancia es la razén entre la masa y el volumen de dicha sustancia, el numero de moles de un
compuesto quimico es una razén entre la masa y su peso molecular.

Se denomina proporcion a la igualdad de dos razones. Dados cuatro ndmeros a, b, c,
d, distintos de cero, en ese orden, forman una proporcion cuando la razén entre los dos
primeros es igual a la razon de los dos ultimos. En simbolos:

a ¢
—:E,aesabcomocesad

b

Se denominan extremos de la proporcién aay d, b y ¢ se llaman medios.

Las proporciones cuyos medios son iguales se llaman proporciones continuas, por
ejemplo:

4

1 9
416

27

©o|lw

Propiedades de las proporciones

1. Propiedad fundamental: en toda proporcion el producto de los extremos es igual al producto
de los medios.

<a.d=c.b

alo

a

b
: .1 4

En el ejemplo anterior 2 :%, 1.16=4.4,16=16

2. En toda proporcion la suma o resta de antecedente y consecuente de la primera razon es a
su consecuente como las suma o resta de antecedente y consecuente de la segunda razon es
a su consecuente.

a ¢ __axzb c=*d

—__— 0 — = —
b d b d
3. En toda proporcion la suma o resta de antecedente y consecuente de la primera razon es a

su antecedente como las suma o resta de antecedente y consecuente de la segunda razén es
a su antecedente.
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atb c+d
a c

a ¢
—_—e_=
b d

4. En toda proporcion la suma de antecedente y consecuente de la primera razén es a la
diferencia de su antecedente y consecuente como las suma de antecedente y consecuente de
la segunda razén es a la diferencia de su antecedente y consecuente.

a ¢ a+b c+d

—_—— _

b d a-b c-d
Calculo de un elemento de una proporcion

Para calcular un elemento de una proporcidon es suficiente aplicar la propiedad
fundamental. Considerando que se desea calcular un extremo, simbdlicamente:
a c b.c

—=—=a.x=C.bx=
b x

Magnitudes proporcionales

Magnitud es toda propiedad que se puede medir, por ejemplo el tiempo, el peso, la
superficie, el volumen, la longitud, etc.

Las magnitudes pueden ser directa o inversamente proporcionales.

Magnitudes directamente proporcionales

Dos magnitudes x y y, son directamente proporcionales cuando estan relacionadas por
la funcion 'y = k . x, siendo k un numero distinto de cero que se denomina constante, factor o
coeficiente de proporcionalidad. El cociente entre pares de cantidades correspondientes es

siempre el mismo, es constante, Y. k

X

Propiedades

1. Dadas las magnitudes directamente proporcionales, si se multiplica una cantidad de la
primera por un numero, la cantidad correspondiente a la segunda magnitud queda multiplicada
por el mismo numero (es decir si aumenta o disminuye la cantidad de una de las magnitudes, la
cantidad correspondiente a la otra magnitud aumenta o disminuye en la misma proporcion).

Dadas las cantidades de las magnitudes Xy, Y1, Si X4 aumenta n veces, entonces y, aumenta n
veces también, simbodlicamente: X, =n.xq = y> =nyjy.

2. Si dos magnitudes son directamente proporcionales, a la suma de de dos cantidades de la
primera le corresponde la suma de las dos cantidades de la segunda magnitud. Es decir,

X3 =X1+Xp =¥Y3=Y1tY2.

3. Si dos magnitudes son directamente proporcionales, la razén entre dos cantidades de la

primera es igual a la razén entre las cantidades correspondientes de la segunda. En lenguaje
o X
simbolico: 1= Y1
X2 Y2
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Representacion grafica de una funcion de proporcionalidad directa

La funcién y = k . x se representa mediante una recta que pasa por el origen de
coordenadas.

XV

Por ejemplo, la tabla que sigue representa la cantidad de conservador en kg que se
agrega a distintas cantidades de un producto alimenticio.

Producto (tn) 20|30 |40 |50
Conservador (kg) |2 |3 |4 |5

El cociente entre el conservador y la masa de producto elaborado es siempre 0,1, por lo
tanto las magnitudes son directamente proporcionales. Si x es la masa del producto y y la del
conservador, y= k .Xx, para la primera columna numérica: 2= k. 20 = k= 2/20=0,1, es decir la
constante de proporcionalidad es 0,1. La formula es y = 0,1. x. Se puede observar que si se
duplica la cantidad de producto se duplica la cantidad de conservador que se debe agregar.

Magnitudes inversamente proporcionales
Dos magnitudes x y y, son inversamente proporcionales cuando estan relacionadas por
la funcion y =—, siendo k un numero distinto de cero que se denomina constante, factor o
X

coeficiente de proporcionalidad. El producto entre pares de cantidades correspondientes es
siempre el mismo, es constante, y . x=k.

Propiedades

1. Dadas las magnitudes inversamente proporcionales, si se multiplica una cantidad de una de
ellas por un numero, la cantidad correspondiente queda dividida por el mismo nimero (es decir
si aumenta o disminuye la cantidad de una de las magnitudes, la cantidad correspondiente a la
otra magnitud disminuye o aumenta en la misma proporcion).

Dadas las cantidades de las magnitudes x4, Y4, Si X4 aumenta n veces, entonces y; dismiunuye

e 1
n veces también, simbdlicamente: Xy =n.x1 =yy =—.yq.
n

2. Si dos magnitudes son inversamente proporcionales, la razén entre dos cantidades de la

primera es igual a la razén inversa entre las cantidades correspondientes a la segunda. En
L X
lenguaje simbolico: 21 = Y2
X2 Y1

Representacion grafica de una funcion de proporcionalidad inversa

La funcion y = K se representa mediante una hipérbola equilatera.
X
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y y=k/Xx
A/

N
>

X

Por ejemplo, la tabla que sigue representa la viscosidad de una sustancia en funcion de
la temperatura.

Temperatura (°C) | 20 | 40 |60 | 80
Viscosidad (Pa.s) | 1,8 | 0,9 0,6 | 0,45

El producto entre la viscosidad y la temperatura es siempre 36, por lo tanto las
magnitudes son inversamente proporcionales. Si x es la temperatura y y la viscosidad, y= k / X,
para la primera columna numérica: 1,8= k / 20 = k= 1,8 . 20=36, es decir la constante de
proporcionalidad es 36. La formula de la funcién de proporcionalidad inversa en este caso es:
y=36/Xx

Problemas de regla de tres

Son problemas en los que se involucran magnitudes proporcionales en los que conocido
un par de elementos correspondientes y otro de una de las magnitudes, se debe calcular el
elemento que le corresponde en la otra magnitud.

Si interviene so6lo dos magnitudes, la regla de tres es simple.

Si las magnitudes son directamente proporcionales, la regla de tres es directa y si son
inversamente proporcionales la regla es inversa.

Para resolver este tipo de problemas se utilizan las definiciones y propiedades de las
magnitudes proporcionales.
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Trabajo Practico N° 2

Magnitudes proporcionales

Razones y proporciones

1. Exprese en forma de razon las siguientes expresiones:

a) la densidad demogréfica de una ciudad es 6 habitantes por cada 2 m?
b) se utiliza 1 kg de fertilizante por cada 10 m?

c) 7,8 g de etanol absoluto tiene un volumen de 10 cm?®

2. Calcule la razén entre los siguientes pares de numeros:
a) 9y 18 b)6y-24 c)%y% d)1,2y-3,6

3. Escriba cuatro razones iguales a cada una de las siguientes:
3

a) = b) -0,4 c)—4
4
4. Calcule el extremo desconocido de las proporciones:
2 2 3 1 1
— — — 2+ 4+—
ayX_21 12_24 c)%:& 3 _ 4
372 37 x x 28 X TS
o 2 s 53)

5. Aplicando las propiedades correspondientes, calcule los elementos desconocidos en las
siguientes proporciones:

a)gzm siendom + n = 36
8 n

b) 2 =12 Giendoa + b = 49
b 5

C)Ez@ siendo b + d = 36
b d

d)ﬁ:m siendom-n=6
12 n

6. Las tablas que siguen representan a magnitudes directamente proporcionales. Calcule los
elementos que faltan. Represente graficamente

a) b)
X 8 4 12 x|120 | 60 15
y |24 48 v | 200 50

7. Considere los valores del ejercicio 6. a) y encuentre graficamente el valor de k. ¢ Cual es el
valordeysix=5ysix=10?
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8. Las tablas que siguen representan a magnitudes inversamente proporcionales. Calcule los
elementos que faltan. Represente graficamente.

a) b)

9. Considere los valores del ejercicio 8. a) ¢ Cual es el valorde y six =5y six =27

Problemas de aplicacion

I) Si la inversion en una fabrica de embutidos aumenté en un 25 % del 2005 al 2008,

indique cual era el monto de la inversion durante el afio 2005 si el alo pasado se
invirtieron $ 250.000.

II) Si una fabrica de helados aumenté su producciéon de 64 tn a 75 tn; gen qué
porcentaje se increment6 su produccion?

I1I) Una cooperativa posee un campo de 300 ha en el que se ha sembrado un 36 % de
la superficie con maiz, 12 % con soja y el resto con alfalfa. ¢Cuantas hectareas
corresponden a cada vegetal sembrado?

IV) Si 9,2 N de una sustancia ocupan un volumen de 100 cm3, indique el peso
especifico de la sustancia.

V) Si se utilizan 14 g de sodio en una determinacion quimica, calcule el numero de
moles empleados. Considere que el peso molecular del sodio es 23 g/mol.

VI) La razén entre la cantidad de fertilizante que se agrega en dos campos diferentes es
S5/2. Si entre ambos suman 2,5 tn, dcuantas tn mas se utilizan en el primer campo?

VII) El numero de animales de un ganadero es 4500. Si la proporciéon de terneros a
adultos es Y; ¢cuantos terneros posee?

VIII) Para la elaboracion de 100 kg una mermelada se necesitan 50 kg de fruta y 60 kg
de azticar. ¢Cuantos kg de cada ingrediente se necesitan para elaborar 500 kg?

IX) Para fabricar 1000 kg de hidréxido de sodio se necesitan 575 g de sodio. Si se
desean preparar 1500 kg que cantidad de sodio se debe utilizar?

X) En una granja avicola los pollos consumen 4 tn de alimento balanceado por
semana. ¢Cuantas tn de alimento consumen mensualmente?

XI) Una enlatadora de tomates posee 3 lineas en paralelo que envasan la materia
prima diaria en 12 h. Si una de las lineas queda fuera de servicio, determine el tiempo
en que envasara la misma cantidad de materia prima.

XII) La inversiéon en agroquimicos es de $ 40000 para un area sembrada de 200 ha, si
el area es 350, ¢ccuanto se debera invertir?

XIII) En una fabrica de jugos, una maquina tarda 180 horas en envasar toda la
produccion de un mes. Si se adquiere otra maquina que tardaria sola 120 horas en
hacer el mismo trabajo, ¢cuanto tardaran las dos juntas? ¢Qué fraccion de la
produccion conseguiran envasar entre las dos en 10 horas de funcionamiento?
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UNIDAD 2

FUNCIONES DE PRIMER Y SEGUNDO
GRADO

SISTEMAS ELEMENTALES DE
ECUACIONES LINEALES
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FUNCIONES DE PRIMER GRADO.

SISTEMAS ELEMENTALES DE
ECUACIONES LINEALES

Funcion de primer grado

Una gran cantidad de relaciones que se utilizan en forma cotidiana involucran a dos o
mas variables de manera que el valor de una de ellas depende del valor de las otras. Por
ejemplo, el volumen que ocupa un gas depende de la presidbn que soporta; la distancia
recorrida por un auto depende de la velocidad; el sueldo que cobra una persona esta en
funcién de su trabajo, etc.

Si se consideran dos variables que estan relacionadas de manera que a cada valor de
una de ellas le corresponde un uUnico valor de la otra, la relacidon que existe entre ellas se

denomina funcion.

Una variable y se dice que es funcion de otra variable x, cuando a cada valor de x le
corresponde uno y sélo un valor de y. En simbolos se escribe y=f(x) que se lee “y es igual a f
de x o y es funcion de x’. A x se la denomina variable independiente y a y variable
dependiente. El conjunto de valores que puede tomar la variable independiente se llama
conjunto de partida o dominio de la funcién D(f) y el conjunto de valores de y se designa como
conjunto de llegada, codominio o imagen de la funcién Im(f).

Las funciones se designan con letras minusculas f, g, h, etc. Simbdlicamente, se escribe
f: x > vy, se lee f aplica x en y o f transforma x en y. Si A es el conjunto de partida y B el de
llegada se puede escribir f: A — B. Si los conjuntos involucrados son numeéricos las funciones
se denominan funciones numéricas o escalares.

v Lafuncionf: R > R
X —>ax+b

donde a y b son constantes y pertenecientes al conjunto de los niumeros reales Ry cona # 0
se llama funcion lineal o funcion de primer grado en la variable x. Puede definirse como
un conjunto de pares ordenados de la forma: f= {(x,y) e RxR/y=ax+b; anbe R;a=0}

La funcion lineal puede representarse graficamente en el plano real como una linea
recta, la igualdad y = ax + b se denomina ecuacion explicita de la recta.

— Parametro de posicion,
y=ax+be— u ordenada al origen

PaTémetro de direccion,
coeficiente angular o
pendiente

El parametro a es la tangente trigonométrica del angulo formado por la direccion positiva

del eje OX y la recta, medido en sentido antihorario. La pendiente a representa el aumento o la
disminucion de la variable y por cada aumento de la variable x ( el cambio en el eje y, Ay con
respecto al cambio en el eje x, Ax. Por ejemplo, si P = (x4,y4) Yy Q = (X2,y2) son dos puntos de la
recta que representa a la funcién lineal, la pendiente se puede calcular como:
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Sl _¥a-yi A
AX X9 — X4 y2

VAl

]

El parametro b es tal que su valor absoluto es la distancia desde el origen de

coordenadas hasta el punto de interseccion de la recta con el eje oY que es el punto B de
coordenadas (0,b). En la Tabla 2.1 se presentan distintos casos de la ecuacion de la recta,
considerando sus parametros.

Tabla 2.1 Casos de la ecuacion de la recta

Ecuacién de la a=tg a o a_ Ay _Y2-Y1 b Grafico
recta - AX - Xo — X4q

] Ayy Axson
tg o> 0 Angl(Jon numeros b>0
agudo positivos, la B
funcion es /«

creciente ~

Xy

a>0
YA
AyyAXxson

ndmeros

Angulo positivos, la
tga>0 agudo funcion es

creciente /(&
y=ax+b /

a<o0

Ayy AXxson
] numeros de
Angulo | distinto signo, la | p s g

obtuso funcion es
decreciente \(x
P

a<o0 v A

tga<0

AyyAXxson
Angulo numeros de
tga <0 distinto signo,la | p<0
obtuso funcion es

decreciente

R
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Casos particulares

a) Sib =0, la ecuacion se escribe y = ax, y representa a una recta que pasa por el origen
de coordenadas.

yA y = ax, VA y = ax,
a>0 a<0
X X

Como puede observarse D(f) = Ry Im(f)= R.

En particular si a = 1, la ecuacion se transforma en y = x, es la funcion identidad y su
grafica es la recta llamada 1° bisectriz o también recta de 45°.

b) Sia=0yb =0, laecuacién se escribe y = b. La funcién definida por esta ecuacién se
denomina funcion constante y su representacion grafica es una recta paralela al eje

—_—

OX.

y A y A

o<
v |
oL
o<

Al

oT

Xy
Xy

En estos casos D(f) = Ry Im(f)= {b}.

c) Sia=0yb=0,laecuacion se transforma en y = 0. La funcién definida por esta
ecuacion se denomina funcion nula, su grafico es una recta que coincide con el eje

OX . En este caso D(f) = Ry Im(f)= {0}.

d) El conjuntof= {(x,y)e Rx R/ x=c A ce R} que NOREPRESENTA A UNA FUNCION,
es un conjunto de pares ordenados que se caracteriza por tener la primera componente
igual a c y la segunda componente varia en el conjunto R. Su gréfica es una recta

paralela al eje oy cuya ecuacion es x = ¢, en este caso NO TIENE PENDIENTE
puesto que a = g y la tg de g NO EXISTE.

Es también una funcién de primer grado la definida como:

f={(x,y) e RxR/ax+by+c=0;, a,brce R;anb=0}
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la pendiente es —% y la ordenada al origen —%

Ecuacion de primer grado o lineal en una variable

Sea la funcién de primer grado definida por:
y=ax+b (1)
si se hace y = 0, la ecuacion anterior se expresa como:
ax+b=0 (2)

A esta ecuacion (2) se la denomina ecuaciéon de 1° grado en la variable x. Como puede
verse, el primer miembro de (2) es un polinomio en x, es decir P(x) = 0. Por lo tanto, resolver
una ecuacion de 1° grado en la variable x consiste en encontrar los ceros de la funcion
polinomial o las raices de la ecuacion polinbmica.

Como la ecuacién es de primer grado con una incognita, tiene una sola raiz, es decir un
unico valor de x satisface la ecuacion. LA SOLUCION ES UNICA.

Geométricamente hallar el valor de x de la ecuacion (2) significa encontrar la abscisa del
punto que tiene ordenada nula (y=0), es decir el punto de interseccion de la grafica de la

funcién f con el eje OX.
Por ejemplo, si se tiene la recta y= 3x + 1, el punto de interseccion de ésta con el eje
OX es:

3x+1=0= x=— 1
3

Ecuacion de primer grado en dos variables

Sea la funcién de primer grado definida por:
f={(x,y) e RxR/ax+by+c=0; a,brceR;anb=0}
a la igualdad
ax+by+c=0 (3)

se la denomina ecuacién de 1° grado con dos incégnitas x y y.

Resolver una ecuaciéon de 1° grado en la variable x consiste en encontrar pares
ordenados (x,y) de numeros reales que verifiquen la ecuacién. Los pares ordenados que
cumplen con esta condicion se llaman soluciones de la ecuacion.

Como se expreso6 anteriormente, la ecuacion ax + by + ¢ =0 con ay b distintos de cero

., , a , c
es la expresion de una recta de pendiente 5 y ordenada al origen Y entonces cada

punto de la recta es una solucion de la ecuacion (3), por lo tanto esta ecuacién tiene
INFINITAS SOLUCIONES.
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Por ejemplo, dada la ecuaciéon x + 2y - 4 = 0, el conjunto de soluciones es:
$={(0,2); (1,3/2); (2,1); ... }

Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas
La expresion:
ax+bqyy+cqy=0 a;nby=0
{a2x+b2y+02:0 aps Anbpy 20

se llama sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

Resolver un sistema de este tipo consiste en encontrar todas las soluciones comunes a
las dos ecuaciones, es decir determinar los puntos comunes a las rectas que ambas
expresiones representan.

Pueden presentarse tres situaciones:
1) El sistema tiene una unica solucion, es decir existe un Unico par ordenado de nimeros

reales que satisface a ambas ecuaciones. Geométricamente las rectas tienen un unico punto
de interseccion. El sistema se denomina COMPATIBLE DETERMINADO.

yA

I><

2) El sistema tiene infinitas soluciones, es decir existen infinitos pares ordenados de
nameros reales que satisfacen a ambas ecuaciones. Geométricamente las rectas son
coincidentes. El sistema se denomina COMPATIBLE INDETERMINADO.

Xv

yA

3) El sistema NO tiene solucion, es decir no existe un par ordenado de nimeros reales que
satisfaga a ambas ecuaciones. Geométricamente las rectas son paralelas. El sistema se
denomina INCOMPATIBLE.

X

yA

//%

/

v
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Métodos de resolucion

Existen diversos métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales: método grafico
y métodos algebraicos: sustitucién, igualacion, reduccién por sumas y restas, determinantes.

A continuacién se desarrollan los procedimientos que se utilizan con mayor frecuencia.
Método grafico

Este método consiste en graficar las rectas descriptas por las ecuaciones del sistema, la
solucién es el punto de interseccion de ambas en el caso de que el sistema sea compatible, o
bien las rectas son coincidentes si el sistema es compatible indeterminado y si el sistema es
incompatible las rectas son paralelas. Los graficos presentados en la pagina anterior
esquematizan las tres situaciones mencionadas.

Método de sustitucion

Consiste en despejar una de las incégnitas de una de las dos ecuaciones vy
reemplazarla en la otra ecuacion.

Por ejemplo, sea el sistema:
2x+y=1 (1)

X+y=4 (2)
Se despeja y en la ecuacioén (2), es decir,
y=4-x (3)
este valor se reemplaza en la ecuacion (1),

2X +(4 — x)=1
Se resuelve la ecuacion resultante que posee una incognita (x), x = -3.
Se reemplaza este valor en la ecuacion (3), por lo tantoy = 7.

Método de determinantes

Antes de desarrollar el método, conviene recordar la definicion de determinante. Dados
4 numeros a, b, ¢, y d, se denomina determinante, A, a la diferencia entre el producto de los

numeros de la diagonal principal y el producto de los numeros de la otra diagonal.
Esquematicamente:

ac =—ad-cd
b d

Aplicando determinantes, se puede encontrar el valor de cada incognita mediante una
fraccion, que tiene como denominador al determinante de los coeficientes de las incognitas
(determinante del sistema) y por numerador al determinante que se obtiene al reemplazar en el
anterior la columna de los coeficientes de la incégnita cuyo valor se desea calcular por los
términos independientes.

Sea el sistema:
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aqx+bqy =cq
asx+boy=cop
donde:
a4 Yy a, son los coeficientes de x
b; y b, son los coeficientes de y
C1Y C son los términos independientes

El valor de las incognitas x y y se calculan mediante las siguientes expresiones:

c1 by ai Cq
« _ IC2 bo| cqby —cCoby y= ap Cp| aCp—asCy
a; by| ayb, —asby a1 byl ajby —asby
as by as by
Llamando:
as b cq b a4 c
A= 1 1 :a1b2—a2b1; AX = 1 1 =C1b2—02b1; Ay: 1 1 =aqCo —anCq
as by Cy by as Cy

Se tiene, x:g y=—
A A

Ademas:
v SiA#0 el sistema es compatible determinado.
v SiA=0,Ax=0yAy =0, el sistema es compatible indeterminado.
v SiA=0yAx#006Ay#0, el sistema es incompatible.
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Trabajo Practico N° 3

Funciones de primer grado. Sistemas elementales de
ecuaciones lineales

Funciones y ecuaciones de primer grado

1. Dadas las siguientes funciones lineales analice parametros, grafique, indique dominio y
conjunto imagen y ordene las ecuaciones de mayor a menor pendiente:

a)
f={ixry =3x-2]
4 c) f definida por y= -x
b) f ={(xy)/y=-2x-2} d) f definida por y=- 3

2. Grafique las siguientes funciones de 1° grado:

a)y:—lx+6 y=-2

4 g) 3y + 4x=6
b)x=0 h) -2x + 3y -2= 0
c)y=0
d)x=1
e)x=-4

3. Dadas la pendiente y la ordenada al origen, escriba la ecuacion de la recta:

a)a=-2 b:Z
3

b)a=+ b=—2
3 2

c)a=0 b=4
d) a=2 b=6
4. Dados los puntos A= (1,4) y B=(-1,1) verifique si pertenecen o no a las rectas de ecuacion:

a)y=2x c)y=-2x+6
b)y=x+3 d)y = -x
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5. Determine el punto de interseccidn de las siguientes rectas con el eje OX:

a)y=2x-4 c)2x+3y=9
b) 3y=6x d)x-4=0

6. Resuelva las siguientes ecuaciones lineales en la variable x:

X+3 X+2
a) =

X-5 x+4
b) 3x—2:4_1x

5 3
C)x—3=2- gx
2
X+3

d) +2—§:2(x—2)

Sistemas de ecuaciones lineales

7. Resuelva los siguientes sistemas grafica y analiticamente:

6x -5y =-9 2x+2y =2 3x—-y=1
a b) c)
4x+3y =13 X+y=2 X+y=3
y=x-2 3y+8x-1=0 4x-2y+6=0
d) e) f
y:—gx+12 y=5-2x 2x-y+3=0
5
2y -x=5 2x+6y =8 _[x+2y=0
9) h) i)
-6y +3x=-5 3x=2 5x+10y =14

Problemas de aplicacion

I) Si la fabrica A invirti6 $120000 menos que la fabrica B y entre ambas suman
$305000, ¢cual es el monto de la inversion realizada por cada fabrica?

II) El area total sembrada en un campo es 200ha. El area sembrada con maiz excede
en 32 ha a la sembrada con trigo y en 65 ha a la sembrada con cebada. Encuentre el

area sembrada con cada cereal.
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III) En un establecimiento agropecuario, se alimentan 2000 vacunos de dos razas
diferentes Shorton y Aberdeen Angus. Del total se envian a faena 200 animales, de los
cuales se sabe que un 60 % corresponde a la raza Shorton y el resto a la segunda
raza. Indique la cantidad de animales de cada raza que se faenaran.

IV) En una pasteleria se fabrican dos clases de tartas. La primera necesita 2,4 kg de
masa y 3 horas de elaboracién. La segunda necesita 4 kg de masa y 2 horas de
elaboracion. Calcula el numero de tartas elaboradas de cada tipo si se han dedicado
67 horas de trabajo y 80 kg de masa?

V) Dos grifos han llenado un depésito de 31 m3 corriendo el uno 7 horas y el otro 2
horas. Después llenan otro depésito 27 m3 corriendo el uno 4 horas y el otro 3 horas.
¢Cuantos litros vierte por hora cada grifo?

VI) En una envasadora de café se trabaja con granos de dos calidades diferentes,
cuando se toma 2 kg de la primera calidad y 3 kg de la segunda resulta una mezcla
que puede venderse a $ 5,5/kg, y cuando se toma 3 kg de la primera clase y 2 kg de la
segunda resulta la mezcla a $7 /kg ¢Cual es el precio de cada calidad de café?
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FUNCIONES DE SEGUNDO GRADO

Funcion de segundo grado

v Lafuncionf: R - R X — ax? + bx +c

donde a, b y ¢ son constantes pertenecientes al conjunto de los nimeros reales Ry cona = 0
se llama funcién cuadrdtica o funcién de segundo grado en la variable x. Puede definirse
como un conjunto de pares ordenados de la forma: f= {(x,y) € R x R/ y=ax? + bx +c; a,cAb ¢
R;a=0}

La funcién cuadratica puede representarse graficamente en el plano real como una
parabola, la igualdad y = ax? + bx +c se denomina ecuacion polinémica de la parabola.

A

y E<—Eje de simetria

xv

Vértice
i
r . . U ra .
La parabola es una curva que presenta las siguientes caracteristicas generales:

v Un eje de simetria paralelo o coincidente con el eje QY , de ecuacién x = “om
a

2
v Un punto especial denominado vértice V de coordenadas V = [—23,0 —2—]
a a

A

v" Sia >0 es una curva concava hacia arriba, y
el vértice es un minimo U

v" Sia <0 es una curva concava hacia abajo,
el vértice es un maximo

v

Ecuacion cuadratica o de segundo grado con una incdognita

Sea la funcién de segundo grado en x definida por: y = ax? + bx +c con a # 0, se
denomina ecuacion cuadratica o de segundo grado con una incégnita asociada a esta funcién a
la expresion:
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ax’+bx+c=0 cona=0

Resolver una ecuacién cuadratica consiste en encontrar aquel o aquellos numeros
reales (si es que existen), que la verifican. Estos nimeros se denominan raices de la

ecuacion.

Geométricamente significa encontrar las primeras componentes de los puntos de la
parabola que tienen la segunda componente igual a cero, es decir la interseccion de la curva

con el eje OX.
Las raices se calculan mediante la formula:

—b++b? —4ac
2a

Por ejemplo, sea la ecuacién x? + 2x + 4= 0, las raices se calculan aplicando la férmula:

X42 =

-4+2
Xq=—— =1
§ 4442413 —4+J4 442 2
12 2.1 T2 2
x,=—2=2_ 3
2 — 2 =

Naturaleza de las raices

Si las raices de una ecuacién de segundo grado de la forma ax®> + bx +c = 0 se
representan por x; y X, Y los coeficientes a, b y ¢ son niumeros reales, es evidente que las
raices dependen del signo de la expresion (b?> — 4 a.c). Esta expresién se denomina
discriminante. De modo que si:

v (b? — 4 a.c) > 0 las raices son reales y
distintas. La parabola intersecta al eje x en y
los puntos (x1,0) y (x2,0).

\_/

2 _ p >
{ (b*—4 a.c) = .0 las raices son reales e y XIMZ,O) <
iguales, es decir una raiz doble. La

parabola toca al eje x en un punto [— ZLOJ U
a |-

b X
2a
v (b> — 4 ac) < 0 las raices no son A
nameros reales (son numeros complejos). y
La parabola no interfecta al eje x .

v
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Trabajo Practico N° 4

Funciones y ecuaciones de segundo grado

1. Dadas las siguientes funciones cuadraticas determine vértice, eje de simetria, dominio,
conjunto imagen, interseccion con los ejes y grafique en ejes coordenados cartesianos.

a)y=x"—x-2 d)y=x
b)y=x*-6x+5 e)y = - 4x?*+32 x -64
c)y=x>+3x+1 fly=-x*+x+6

2. Encuentre el valor de b para que la parabola y = x*+ b x + 4 tenga el vértice en (1,3)

3. Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando la férmula:
a)x*-3x+2=0 Cc) 6x°—6x-6=0
b) x*+x-12=0 d)2x*—4x-3=0

4. Determine, en las siguientes ecuaciones, la naturaleza de las raices y calculelas en el caso
de ser posible:

a)x’+6x+1=0
b) -3x*+ 6x-3=0
c)2x*-6=0
d)2x*-8x =0

5. Determine el o los valores de k para que la ecuacidon dada tenga raices iguales.
a)kx*+8x+4=0

b) x?+ kx + 8 =k

c)x*-3kx+9=0

6. En la ecuacion 5 x*- x + ¢ = 0 encuentre el valor de ¢ para que las raices sean:
a) reales y distintas
b) reales e iguales

c) no reales.

7. Resuelva:
a) (x-1) (x+3) =x

b) X+7 _ 2x+3
X -x-2
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C) X(x +5) +5/2 = 2x

8. Determine la ecuacién de segundo grado cuyas raices son:

a)X1 =2y Xy=-2

b) x; =-2/3 y X, =1

C)x1=0yx,=4

d) xq =-4/3 y x; =-3/2

9. Determinar el vértice de las funciones e indicar si es un maximo o un minimo:
a)y=x’—x-2

b)y=x*—x-2

c) f(x) = -(x — 2)*+3
Problemas de aplicacion

I) Un cuerpo que esta sobre el piso recibe una fuerza hacia arriba, si la altura que
alcanza en metros esta dada por y = -3/4 t2 +3t, siendo t el tiempo medido en
segundos, ¢en que instante alcanza la altura maxima?icual es esa altura? A los
cuantos segundos vuelve a tocar el piso?

II) Al lanzar un proyectil la altura y expresada en m en funcion del tiempo t (s) viene
dada por la ecuacion: y= %tz +%t .

a)¢En cuanto tiempo se alcanza la altura maxima?
b) ¢Cuando llega al suelo?

c) ¢Cual es la altura maxima que alcanza?

III) El rendimiento de un generador de placas solares en funcion de la temperatura
estda dado por una funcién cuadratica. Si el rendimiento es maximo para una
temperatura de S0 °C y es nulo para 10 °C y 90 °C. Dibuje una grafica que represente
esta situacion.

IV) Si la suma de dos nimeros es 9 y su producto es 20, ¢cuales son estos numeros?

V) El numero de cerdos atacados cada dia por una determinada enfermedad viene

dada por la funcién: f(x) = - x2 + 38 x + 75, donde x representa el niumero de dias
transcurridos desde que se descubrio la enfermedad.
Calcule:

a. ¢Cuantos cerdos enferman el quinto dia?
b. ¢Cuando deja de aumentar el nimero de animales enfermos?
c. ¢Cuando desaparecera la enfermedad?
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POLINOMIOS

Antes de desarrollar la teoria de polinomios, es necesario definir los siguientes
conceptos:

Expresioén algebraica racional: es toda combinacién de numeros y variables (que se
denotan con letras), en ella las variables estan afectadas por las siguientes operaciones: suma,
resta, multiplicacion, divisién y potenciacion. Por ejemplo: 3 x? + 2 x+3.

Las expresiones algebraicas racionales se clasifican en: expresiones algebraicas
racionales enteras y fraccionarias.

Expresion algebraica racional entera: son expresiones en las que las variables estan
vinculadas por las operaciones de suma, resta y multiplicaciéon. Las potencias son con

3

exponentes naturales. Por ejemplo: x +4xy—§/§y4+%b5 €s una expresion algebraica racional

entera puesto que las operaciones de radicacién y division afectan a los coeficientes y no a las
variables.

Expresion algebraica racional fraccionaria: son expresiones en las que alguna de las
variables forma parte de un divisor o presenta exponente negativo. Por ejemplo:

4x3+6x_2y+%b4

Expresion algebraica irracional: son expresiones en las que alguna de las variables
2

esta afectada por radicales o exponente fraccionario. Por ejemplo: x3 +§/§+x§.
POLINOMIOS

Polinomio es toda expresién algebraica racional entera. Se puede decir que se llama
forma polinémica de grado n o polinomio formal de grado n en una indeterminada x en el
conjunto de los numeros reales (R) a toda expresién de la forma:

3

ag+aqX+as X’ +agX° +--+ap 4 X"

+a, x"
siendo ag,aq,a5,a3,---,a8p_1,.8,€R;, a, #0yneN.

El grado de un polinomio es el mayor exponente de la indeterminada o variable cuyo
coeficiente es distinto de cero.

Los numeros reales ag,aq,a,as,---,a,_1,8, S€ denominan coeficientes de x. Un

polinomio en una indeterminada x se simboliza con letras mayusculas por ejemplo, P(x) que se
lee “P de X”.

a, se llama término independiente y a, coeficiente principal o director.

Si el polinomio tiene un solo término se denomina monomio, si tiene dos términos se
denomina binomio, con tres es un trinomio, con cuatro es un cuatrinomio.

Polinomios especiales
Polinomio nulo: es aquel que tiene todos sus coeficientes iguales a cero. P(x)=0.
Polinomio ménico: es aquel que tiene su coeficiente principal igual a 1. Por ejemplo:

P(x)=3 + 4x* + x° es un polinomio ménico de grado 6.
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Polinomio ordenado: un polinomio esta ordenado si todos los términos que lo componen estan
ordenados de manera creciente o decreciente segun los exponentes de la variable o
indeterminada.

1

En forma creciente: ag +a4 x+a X2 +a:x° +..-+a ax7ra xn
0 1 2 3 n-1 n

En forma decreciente: a, x" +a,_¢ X" 1 +---+az x> +a, x° + a;x+ag

Polinomio incompleto: es un polinomio al que le faltan algunos términos, para completarlo se
agregan los términos faltantes con coeficiente cero. Por ejemplo:

P(x)=3 + 4x* + 5 x® es un polinomio incompleto, para completarlo se agregan términos:

P(x)=3 + Ox + 4x? + 0x* + 0x* + 0x° + 5 x5, este polinomio esta completo y ordenado en
forma creciente.

Funcion polindmica

v" Lafuncion P: R - R

X > P(X)= ag +ayX+ay X% +az x> +--+a,_1x"T+a, x"
se denomina funcién polinomial o polindmica. También puede definirse como:
- — 2 3 n-1 n
P={(x,y) e RxR/y=ag+a4x+a;x“+azx” +---+a5_1X  +apX }

Esta funcion asigna valores a la variable x en el conjunto R, es decir hace corresponder a cada
elemento xR un valor P(x) eR, llamado valor de la funcién polinomial en x. Por ejemplo,
sea la funcién polindmica tal que:

P(x)= 2x°+ x+ 4
Si x = 2, resulta:
P(2)=2(2)%+ 2+ 4=14

Se dice entonces que 14 es el valor del polinomio para x = 2.

Casos particulares
v" Funcion constante, definida por f(x)= k 6 y = k, es una funcion polinémica de grado cero.

v Funcion de primer grado, definida por f(x)= a; x + a,, es una funcién polinémica de
grado uno.

v Funcién de segundo grado o cuadratica, definida por f(x)= a, X* + a; X + ap, €s una
funcién polindmica de segundo grado.

Ceros de una funcion polinomial, raices de un
polinomio

Se dice que a es un cero de una funcién polinémica P(x) si P(a) = 0.

Se dice que a es una raiz de la ecuacion polinémica P(x) = 0 si al reemplazar x por a el
primer miembro de la ecuacion es igual a 0.
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. . 1
Por ejemplo, dada la funcion: P(X) =2 x + 1, el valor de x que la anula es—E, este es el cero de
la funcion. Si consideramos el mismo polinomio pero expresado como una ecuacion:

2x+1=0,

. . 1 ] .
despejando x se tiene: X= — esta es la raiz de la ecuacion.

Operaciones con polinomios

1. Adicién
La suma de dos polinomios es igual a otro polinomio cuyos términos se obtienen

sumando los coeficientes de los términos de igual grado. El grado del polinomio resultante es
igual al mayor grado de los polinomios sumandos.

En simbolos, sean:

P(x)=a, x" +a,,_4 x"1 +---+aj x3 +a, x2 +ayx+ag

y Q(x)=b, x" +b,_4x" T +...+bs x> +by x% + by x +by
La suma es:

P(x)+Q(x) = (ap X" +a,_1 X" +---+a3 x> +a, x? +ayx+agp)+

+ (b X" +bp_1 X" T4+ bg x2 +by X% + by x+bg) =

=(an, +b,)x" +(ap_1 +bn_1)xn_1 +---+ (a3 +b3)x3 +(a2+b2)x2 +(aq+bq)x+(ag +bg)

Por ejemplo, sean P(x)= 2x> + %xz + 4y Q(x)= 3x°+ x*+ 2x, su suma es:
P(x) + Q(x) = (2x°+ %xz +4) + (3 + x2+ 2x)= (2+3) X + (% + 1} X2 + 2x + 4=

=5x3+% X +2x + 4

2. Sustraccion

La sustraccion de dos polinomios es igual a otro polinomio cuyos términos se obtienen
sumando a P(x) el opuesto de Q(x).

En simbolos, sean:
P(x)=a, X" +a,_1x" T+ +a3 x> +a,x% +a;x+ag
y Q(x)=b, x" +b,_4x" T +...+bs x3 +by x% + by x +by
La resta es:
P(x)-Q(x) =P(x)+[-Q(x]) = (an X" +a,_1 X" +---+a3 x> +a, x% +a; x+ag) +
+(by X" =b,_4x" 1 —...—b3 x3 —by x%2 —byx—by) =
=(an —bn)X" +(@n—1 ~bn_1)x" 7" +--+(az ~b3)x> +(az ~by)x* + (a1 ~by)x +(ag ~bo)
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Por ejemplo, sean P(x)= 2x> + %xz + 4y Q(x)= 3x*+ x*+ 2x, su diferencia es:

P(x) - Q(x) = (2 + %xz £ )+ (3 - 2)= (2-3) X+ G _ 1} X+ 2x + 4=

=-x3-% X2+ 2x + 4

3. Multiplicaciéon

La multiplicacion de dos polinomios consiste en multiplicar cada termino del primer
polinomio por cada unos de los términos del segundo polinomio y luego se suman los
coeficientes de términos de igual grado.

En simbolos, sean:

P(x)=a, x" +a,_(x" T+ +a

y Q(x) =by x™ +b,_4x™ 1 +... 4+ by
El producto es:
P(x).Q(x) =(a, X" +a,_1 X" T+ +ag).(by X™ +byy_1 XM+ +bg) =

n+m n+m-1
+(ap_1-by_1)x +---+(ag .bg)

=(ap .by)x
Por ejemplo, sean P(x)= (2x*-3 x + 1) y Q(x)= (2 x - 3), su diferencia es:
P(x).Q(x) = (2x*-3x+ 1) + (2x-3)= (2x*-3x + 1). 2x + (2x*-3 x + 1) (-3)=
=4 -6x>+2x-6X>+9x-3=
=4x*-12x*+11x-3
En forma practica:
P(x) = 2x% —3x +1
Qx)=  2x-3

—6x2 +9x-3

4x3—6x2+2x
=4 x3-12x*+11x-3

Productos especiales
Cuadrado de un binomio
Sea (x + a)?

(x+ay’=(x+a)(x+a)=(x+a)x+(x+a)a=x?+ax+ax+a’=x*+2ax +a’
(x + a)>= x* + 2ax + a?

Por ejemplo, (x + 4)2= x? + 2.4x + 4°= x> + 8x + 16

Ademas,
(x - a)’>= x?-2ax + a’
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Cubo de un binomio
Sea (x + a)®
(x +a)’= (x + a)* (x + a)
= (x> + 2ax + a%) (x + a) = (X* + 2ax + a’)x + (x* + 2ax + a’) a
= (x* + 2ax® + a’x) + (ax® + 2a’x + a°)
=x®+3ax’ +3a’x + a’
(x + a)’= x* + 3ax® + 3a’x + a°
Por ejemplo (3x + 2)*:
(3x + 2)°= 3% + 3 (2)(3x)% + 3(2)*x + 2°=27x> + 54x* + 12x + 8
Y se tiene también que:
(x - a)’=x* - 3ax? + 3a’x - a°
Producto de la suma por la diferencia de un binomio
Sea (x + a) (x - a):
(x+a)(x-a)=(x+a)x+(x+a)(-a)=x*+ax—ax-a’=x*- a

(x +a) (x -a)= x*-a’

4. Divisién
Para realizar la division de dos polinomios, el polinomio dividendo debe tener grado

mayor o igual que el del polinomio divisor, ambos deben estar ordenados en forma decreciente
y el polinomio dividendo debe estar completo.

Dados P(x) de grado n y Q(x) de grado m, tal que n = m, existe C(x) de grado (n-m) y
R(x) tales que:

P(x)/ Q(x) = C(x) < P(x) = C(x).Q(x) + R(x)
Donde C(x) es el cociente y R(x) es el resto. Si el resto es igual a cero, la divisién es exacta.

Por ejemplo, se quiere dividir P(x)= 4x> - 3x + 1 entre Q(x)= x* — X,

4 +0x2-3x+1 | X¥*-x

43+ 4 %2 =4x + 4
4x? - 3x Y
- 4x2 + 4x C(x)
X+ 1
—
R(x)

Expresiones algebraicas fraccionarias
P(x)

Se denomina expresién algebraica fraccionaria a toda expresién de la forma:m,
X

siendo P(x) y Q(x) dos polinomios y Q(x) distinto de cero.
Una expresion algebraica puede ser irreducible o reducible.

Expresion algebraica irreducible: es aquella que no presenta factores comunes al numerador
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y al denominador. Por ejemplo: 2—X1 conx =1
X -

Expresion algebraica reducible: es aquella que presenta factores comunes al numerador y al

2 —_— J—
denominador. Por ejemplo: (x= -1) = (x =T +1) =(x+1)
x—1 (x=1)

Se puede operar con las expresiones algebraicas fraccionarias del mismo modo a como
se opera con numeros racionales.

Representacion grdfica de funciones polinomicas sencillas

En la Unidad 2 se detallé la representaciéon de funciones polinomiales de primer y
segundo grado.

. . - 3 2 . c
Los polinomios de tercer grado o cubicos, f(x)= &X +X“ +aX+d tiene representacion
grafica sencilla.

Se puede demostrar que para todo numero positivo h, se verifica que:

CRRE

Esto muestra que la grafica de una funcion polinomial de tercer grado es simétrica con

respecto al punto [;—bf[_—bD lo cual significa que si la grafica de f se traslada horizontal y/o
a

3a

verticalmente hasta una posicién tal que el punto definido por la expresién anterior esté en el
origen de coordenadas, entonces el grafico trasladado sera simétrico con respecto al origen.

. . L 3 2
Por ejemplo, se desea graficar la funcion f(x)=X —3x“ —6x+8 cuyas ceros son -2; 1y
4. Los coeficientes son a=1, b=-3, c=-6, d=8.

Como: ;—::—%3:1 y f(1) =0, la grafica es simétrica con respecto al punto (1,0). Se

confecciona una tabla de valores, para algunos valores de x se calculan los valores que toma la
funcién:

X A 0 2 3 4 5
f(x) 10 8 -8 10 0 28

Con estos valores, el punto de simetria y las raices se traza la curva de esta funcién
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Trabajo Practico N° 5

Polinomios

1. Indique para cada polinomio su grado, su coeficiente principal, complételo si es necesario y
determine el valor de P(2) y P(-1)

a) P(x)=x>-3x*+x-5 b) P(u)=v5 —u® c) P(t)=8
d) P(z)=-z"-3z%+5 e) P(t)=0 f) P(x)=3x"%-x*-5x?+3

2. ;Cudles de las siguientes funciones no son polindmicas? Justifique su respuesta.
a) f(x) =1x4 d) f(x) =330x% +x° +8
4

_ 4
b) f(x) =5x? +2+log x 9) f(x)=-8+x* +3Vx
h) f(x) =4

1
f(x)=4+—
c) f(x) +x3

3. Encuentre el valor de « en los polinomios para que se cumplan las condiciones indicadas:
a) P(x)=x>-3x*+ ax -5 siP(2)=7
b) P(z)=-z*-az’+5 siP(1)=4

4. Realice las siguientes operaciones:

a) (2x° —9x? — 4 + 5x ) + ( 6x* + x* — 5x)

b) (x* — 9x% + 1) + (10x® + 23x* + 12x)

c) (-3x* + 5x — 2x> — 3) — (27x> +36x — 54x? + 8)
d) (5x° + 2x — 4x? — 3) — (5x° + 14 — 6x)

e) (-4x* + 3% =1+ x) — (2 - 5x> — 4x%)

5. Dados los polinomios:
AX) = X° - 2x* + 3 + 5x% - 9x + 2
B(x) = x* - 2x + 3
C(x) = 2% + 5x% - 4x - 1
D(x) = 4x° + 3x - 2

encuentre:

i) [A()] [B(X)] V) [AX)] [B(x) - C(x)]

i) [AC)] [C(x)] vi) [A(X)] [B(x) - D(x)]

i) [A()] [D(x)] Vi[A(X)] [B(x) - C(x) - D(x)]
iv) [AX)] [B(x) + C(x)]

6. Dados los polinomios:
A(X) = 4x5 - 3x4 + 2x3 - 5x + 1
B(x) = x2 - x + 1
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C(x) = x2 - 5x - 3
D(x) = x3 + 2x2 - 3x + 1
E(x) = x3 + 5x + 4

determine:

[

) [AX)]/ [B(X)]
i) [AC)] / [C(x)]
iii) [AC)] / [D(x)]

7. Calcule:
a) (4 +x)?

2
c) [—1x2 +1xj
4 3

d) (3x +4)°

e) [— 3x2 +%j3

f)(x=2)(x + 2)

Curso de Ingreso 2013

iv) [A(X)] / [E(X)]
V) A1/ [B(x) - C(x)]

8. Simplifique las siguientes expresiones racionales:

X+ 4 _x2—4
a) X% +8x+16 (X+2)

6 3 3
——+

b)x2 +2x X X+2

3a2 +ab

c) a? +3ab

a’x? + 2a2xy + a2y2

d) ax? —ay?

9. Resuelva las siguientes operaciones:

L 2
a) x° -4 x°+4x+4

6 B 2X
b) x-1 3x-3

X% +4 X% —4x+4
c) x%2 -4 x3-2x2 +4x-8
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2

X< +—X
x_, x). 2
d) [x—1 x—1j' X +1

10. Grafique los siguientes polinomios cubicos:

a) f(x) =x> + 7 x* + 8x - 16, siendo sus raices -4 (raiz doble) y 1
b) f(x) =x> + x -2, siendo sus raices 1,-1y -2

c) f(x) =x* + 4 x* + x - 6, siendo sus raices 1, -2 y -3

Problemas de aplicacion

I) La altura en pies de un objeto impulsado hacia arriba con una velocidad inicial de
240 pies/s desde una altura inicial de 1600 pies puede expresarse como un polinomio
en la variable t (tiempo) por h(t)= - 16t2 + 240t + 1600. Demuestre que 20 s es un cero
e interprete este resultado.

II) El analisis de una ecuacion que relaciona la distancia x con el tiempo t, revelé que
un objeto viajéo una distancia de 30 m cuando t = 10s. Las otras dos raices de la
ecuacion fueron 4 y - 4. Determinar la ecuacion que expresa a la distancia en funcion
del tiempo.

III) El costo total C para elaborar un producto, en x unidades se puede calcular
mediante la ecuaciéon C = x3 — 90 x2 + 8000 x + 300000. Encontrar la cantidad de
unidades que se pueden realizar, si el monto disponible es de $ 330624.

IV) El namero de conejos en una granja atacados cada dia por una determinada

enfermedad viene dada por la funcién: f(x) = - x2 + 28x + 24, donde x representa el
numero de dias transcurridos desde que se descubri6 la enfermedad.
Calcule:

a) ¢Cuantos conejos enferman el cuarto dia?
b) ¢Cuando deja de crecer la enfermedad?
¢) ¢Cuando desaparecera la enfermedad?

V) La produccion total P en toneladas de una fabrica de mermeladas, en x unidades se
puede calcular mediante la ecuaciéon P = x3 +20 x2 + 8000. Encontrar la cantidad de
unidades que se produciran, si se desean elaborar 10000 tn.
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FUNCIONES EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

Funcion exponencial

Seaa < R, a>0ya #1, se denomina funciéon exponencial a:
v R->R
Xx >a’

Como a es positivo se verifica que VaeR es a”* > 0, por lo tanto el conjunto imagen es
el conjunto de los numeros reales positivos. D(f) = R y Img(f) = R*.

Las caracteristicas de la funcion dependen de que la base a sea mayor o menor que 1.

Funcién exponencial decreciente

A Se puede observar que a medida que x aumenta a*
y es asintdtico al eje de las abscisas. Y si x4 < X,

entonces a*' > a*

v

Funcién exponencial creciente

Se puede observar que a medida que x aumenta , a*
crece rapidamente. Si x; < x entonces a*; < a*.

v
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Los puntos (0,1) y (1,a) siempre pertenecen a la grafica de la funcién exponencial
cualquieraseaa(0<a<1;a>1).

A

y

v

Propiedades

Six,y € R;a>0,a=1;b>0,b=1son validas las siguientes propiedades:

v a¥=zal ox=y
v a*.a¥ =a*"

v aX/a¥ =a*¥
v (ax)y _ Xy

v (ab)* =a*b*

v (al/b)* =a* /b*

Funcion logaritmica
Se denomina funcién logaritmica en base a:
v fR" >R
X — loga x

El dominio es D(f) = R* y el conjunto imagen Img(f) = R. En virtud de esta definicion
puede comprobarse que:

y =log, x < a¥ =x

Considerando dos casosa)0<a<1yb) a>1
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a)0<a<1 b)a>1

A A
y y

v

ol
v

X /(1,0> X

A medida que x aumenta, A medida que x aumenta,

loga X decrece. loga X crece.

Los puntos (0,1) y (1,a) siempre pertenecen a la grafica de la funcidon logaritmica cualquiera
seaa(0<a<1;a>1).

v' Como y=log, X< a’ =x, determinar el valor de y conocido el valor de x

significa hallar el exponente al que hay que elevar la base a para obtener el
numero X.

Por ejemplo: log, 8=y < 2Y =82Y =23 = y=3

Propiedades fundamentales de los logaritmos
Considerando exclusivamente el caso de a > 1:
1) 0<x<1= logyzx<0
2) x>1 = logy; x>0
3) X1>X = logg X1 >logg X2

4) Logaritmo de un producto de dos o mas factores positivos de igual base, es igual
a la suma de los logaritmos de esos factores, respecto de la misma base:

loga (X1.X2) =log, X4 +l0g, X2

5) Logaritmo de un cociente entre dos numeros reales positivos de igual base, es
igual a la diferencia entre el logaritmo del dividendo y el logaritmo del divisor,
respecto de la misma base:

loga (X1/X2) =loga X1 —logg X2

6) El logaritmo de toda potencia de un numero real positivo es igual al exponente
por el logaritmo de la base de dicha potencia:

log, X1 = X5 .log X4
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7) El logaritmo de la raiz enésima de un numero real positivo es igual al cociente
entre el logaritmo del radicando y el indice de la raiz:

log, X
X a2
logs \fxp =—2-2

X4

Logaritmos decimales

Considerando la funcion:

v fR" >R
X — logq x

En virtud de esta definicion puede comprobarse que y =logg x < 10Y =x

Se denomina a y el logaritmo decimal de x y se denota simplemente como log x. Por ejemplo:
log 10 = 1 puesto que 10'= 10
log 100= 2 puesto que 10*= 100
log 0,01 = -2 puesto que 102= 0,01
Los logaritmos decimales son numeros reales que pueden expresarse como decimales:
log 2 = 0,30103

el numero a la izquierda de la coma decimal se denomina caracteristica del logaritmo y los
digitos a la derecha se denominan mantisa.

El logaritmo de un numero se puede determinar con una calculadora.
Antilogaritmos

Si conocido el logaritmo de un numero, y, se desea conocer x tal que log x=y, x se denomina
antilogaritmo de y.

Como y = log x es x=10", entonces:

¥ Determinar el antilogaritmo de un niumero implica encontrar el nimero que tiene
como logaritmo a y.

#* X es el antilogaritmo de y < x=10"

Logaritmos naturales o neperianos
Considerando la funcion:
v fR" >R
X — loge x

En virtud de esta definicion puede comprobarse que y =log, x < eY =x, siendo el
numero e igual a 2,718281828. La funcion logaritmo natural se simboliza como y = In x.
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Trabajo Practico N° 6

Funciones exponencial y logaritmica

1. Represente graficamente las funciones exponenciales definidas por:

a) y =2%
1X
byy=|=| +1
)y [2}
c) y=3%+1
1X
dy=|—=
)Y @
2. Resuelva:
51)21"‘2:l
8

b) 5 X + 5 X+2 + 5 X+4 = 51

3. Represente en un mismo sistema de ejes coordenados cartesianos:
a)y =logzx y y=2*

a)y=logsx yy= 3"

4. Encuentre:

a) IOg381 d) |Og1/3 1
log, 4
b) logs e)logs
25 1
f) Iogl 2
4
c) logs 1

Infiera una regla que surja como consecuencia de los ejercicios c) a f).
5. En cada uno de los ejercicios propuestos calcule el valor de la letra:

a)log,32=t;b) logyy=-2;c) Ioga%:4

6. En cada uno de los ejercicios pase a la forma exponencial o logaritmica segun corresponda.

a) 3° =243 d) log4g 0,1=—1
b) 53 = e) 4% =1

125 f) log 1 16 = —4
c) logg81=2 5

7. Aplicando las propiedades de los logaritmos, considerando que la base es 10 y sabiendo que
log 2 =0,30103 y que log 3=0,47712, calcule:
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a) log 4 e) log 12
b) log 6 f log 1
c)log 1,5 3
d) log +2

8. Aplicando las propiedades exprese como un unico logaritmo a:

a) 3Iog5+%|og9—3|og3—|ogZ5
3
b) Iog5+zlog9—4log4

c) %Ioga—ZIogb—Iogc—glogd

9. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 3**1 =81
b) 4% =16
C) 4X +2 :8X—1

d) logs X=log, 2 + 3 10g. 2 - log, 4
e) log (x+4) + log (x-1) =2

Problemas de aplicacion

I) El numero de bacterias presentes en un cultivo después de t minutos esta
dado por:

N(t) = 200 [gjt

a) ¢Cuantas bacterias estan presentes al inicio?

b) ¢Cuantas bacterias estan presentes después de 4 minutos,
aproximadamente?

c) Trace una grafica aproximada de la funcién dada.

II) La cantidad de cerdos de una granja es 2500, si crece a razon de 16 %
anual:

a) Encuentre la funcion que describe la cantidad de cerdos en funcion del
tiempo en anos.

b) ¢qué cantidad de ganado se tendra luego de 2 afios?

Il) Se tienen 200 mg de una sustancia radiactiva. Esta decae
exponencialmente de modo que después de t anos, la cantidad N que queda

(en mg) esta dada por: N(t) =200e70%%

a) ¢cuantos mg de sustancia quedan después de 10 anos?

b) ¢Cuantos mg de la sustancia quedan después de 20 anos?

c) Trace una grafica aproximada de la funciéon dada

IV) Se debe limpiar un tanque de 500 litros con una soluciéon al 25 % de acido
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y el resto de agua. Para limpiar el tanque, se introduce agua limpia por medio
de una canilla a razén de 4 litros por segundo. Simultaneamente, se desagota
el tanque a razon de 4 litros por segundo. El porcentaje de acido remanente
viene expresado por la formula P(t) = 247002

a) Determine qué porcentaje de acido queda luego de 10 minutos de iniciada la
limpieza.

b) ¢Cuando quedara 10 % de acido?

V) Para medir la alcalinidad o acidez de una solucién acuosa un quimico

+
utiliza el pH que se define como: PH=-lod H ], es decir el logaritmo negativo
de la concentracion de iones hidréogeno [H*]. Si el pH es mayor que 7 la
solucion es alcalina, si es igual a 7 es neutra y acida si es menor que 7.

a) Si una solucion de limpieza tiene pH 8,5, ¢cual es la [H*] de la solucion?
b) ¢Cual es el pH del vinagre si [H*]=3x10-4?

c) si el pH de una bebida carbonatada es 3, ¢cual es la [H*]?
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UNIDAD 5

TRIGONOMETRIA
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TRIGONOMETRIA. ANGULOS.
RELACIONES ENTRE LAS
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Id
Angulos
Angulo es la region del plano comprendida entre dos semirrectos con origen en

comun. El origen se denomina vértice (O) y las semirrectas lados oP y oQ.

Q

N,

0 P

El angulo de la figura es un &ngulo orientado, es la seccién del plano

determinado por la rotacién de la semirrecta OP hacia la semirrecta OQ , en sentido

antihorario (contrario a las agujas del reloj).
Por convencion:

¥ Un angulo generado en sentido antihorario es positivo.

% Un angulo generado en sentido horario es negativo.

Clasificacion de angulos

Q Q
Q
\ l
e > > 4—‘/_L>
0 P 0 p O P 0 p Q 0 P
angulo nulo angulo recto angulo agudo angulo obtuso angulo llano
no hay angulo y sus lados son es menor que un recto  €s mayor que un recto  son _dos rectc_)s, las
sus lados coinciden perpendiculares semirrectas tienen

sentidos opuestos

Los angulos que tienen las semirrectas que los componen coincidentes pero
que difieren en un numero entero de giros completos se denominan congruentes.

Angulos complementarios: son aquellos cuya suma es igual a un angulo recto.

Angulos suplementarios: son aquellos cuya suma es igual a un angulo llano.
Angulos opuestos: son aquellos cuya suma es 360°, es decir un giro completo.
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Sistemas de medicion de angulos

Los sistemas de medicibn de angulos mas utilizados son el sistema
sexagesimal y el sistema circular.

Sistema sexagesimal

La unidad de medida es el grado sexagesimal que corresponde a la noventava
parte de un angulo recto (que se denota con R), por lo tanto un angulo recto
corresponde a 90°. Es decir:

1°:91—0R:>1R:90°

Los submultiplos son el minuto sexagesimal (1’) que corresponde a la sesentava parte
de 1°y el segundo sexagesimal (1”) que corresponde a la sesentava parte de 1’
1° =60
1'=60", 1° = 3.600"

Sistema circular
En este sistema la unidad de medida es el radian.

Considerando un sistema de ejes coordenados cartesianos, una circunferencia
de centro 0 y de radio unidad y un angulo central (es decir un angulo cuyo centro
coincide con el centro de la circunferencia), se define a un radian como el arco cuya
longitud es igual al radio de la circunferencia a la que pertenece.

yA
o)

A
NI

Para expresarlo de otra forma, como el perimetro de una circunferencia de
radio r es 2xn.r en el caso de la figura r =1, y r indica tanto el radio de la circunferencia
como la longitud del arco de un radian, entonces el perimetro de la circunferencia
expresado en radianes es igual a 2z. Ademas esa circunferencia corresponde a un
angulo central de un giro (360°), entonces, 2= radianes= 360°.

2= radianes= 360° (angulo completo, de un giro)

1 radién=@ =57°17" 45"
T

Operaciones

Suma de angulos

La suma de dos angulos es otro angulo. Si se desea sumar en sistema
sexagesimal, por ejemplo, sumar 35° 40’ 28" y 20° 52’ 40”
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35°40" 28"
+
20°52' 40"
55°92' 68"
+ 1 -60
94! 8II
-60
34"
+1°
56°

Por lo tanto la suma es 56° 34’ 8”
Resta

La resta de dos angulos es igual a otro angulo, se sigue un procedimiento
similar de conversién de segundos a minutos y de minutos a grados.

Funciones trigonométricas

Considerando un sistema de ejes coordenados cartesianos, una circunferencia
C de centro 0 y de radio unidad, sea A un punto cualquiera de C, de coordenadas (a;,
a,) Y a es un argumento del punto A y ademas es un medida en radianes del angulo
formado entre el eje de las abscisas y la semirrecta con origen en el origen de
coordenadas y que intersecta al punto A, se define a las funciones seno y coseno de o
como:

sena =a,y CoS a = ay

<Y

yA
az X
\yLO)

v sennR—> R v cos:R—>R

o —>sena o — Cos

Si se trabaja con el mismo grafico anterior pero considerando dos triangulos
rectangulos

A A
MOP y BOH y sea B un argumento correspondiente al punto B = (b4, b,) que resulta

de la interseccién de la circunferencia ¢ con OM, se observa por semejanza de
triangulos que:
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J— R N
by ~BH _MP _ cateto opuestoa MOP

1 OB OM

hipotenusa

JR— R N
by _OH _OP _ cateto adyacentea MOP

1 OB OM

hipotenusa

La representacion cartesiana de la funciéon y = sen x para el periodo [0, 27] es:

A

y

N A

La representacion cartesiana de la funcién y = cos x es:

A

y

N a

27

N a
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Otras funciones trigonométricas, graficadas en el intervalo [-2x, 27] son:

sen o
cos a

Funcién tangente: tga = ,cosa =0

Funcion cotangente: cotga = ti ytga=0
ga

,cos a #0 Funcidn cosecante: cosco =

Funcion secante: seca = )
CcOoSs a sen a

senao = 0.
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Todas las funciones trigonométricas son periddicas, es decir, el valor de cada
una se repite a intervalos regulares llamados periodos. El periodo de todas las
funciones, excepto la tangente y la cotangente, es 360° o 2= radianes. La tangente y la
cotangente tienen un periodo de 180 ° o =« radianes.

Estas funciones también pueden definirse de la siguiente manera: si se
considera un sistema de coordenadas cartesianas, una circunferencia de radio r, con
centro en el origen, un angulo centrado o , se pueden definir funciones trigonométricas
con dominio en un conjunto de angulos y codominio o conjunto imagen en los nimeros
reales. Para determinar estos numeros, se considera el angulo o cuyo lado coincide
con el eje de las abscisas y el otro lado esta incluido en uno de los cuatro cuadrantes
determinados por el sistema de ejes) o coincide con uno de los semiejes. El punto B
de coordenadas (x,y) surge de la interseccion del lado terminal de a con la
circunferencia. Se pueden definir las razones trigonométricas de un angulo o como:

r
I | seno =¥ cosec o = —
yA r Yy

B X r

2 ey coso = — sec oL = —

' r X

1 X

> tgoczl cotga = —

X X X y

1] v

Estas razones estan definidas siempre que el denominador sea distinto de
cero.

Signo de las funciones trigonométricas

Dado un punto del plano B=(x,y), el signo de sus coordenadas x e y depende
del cuadrante en donde esté situado dicho punto B:
- Si B es del primer cuadrante, sera de la forma: (+,+).
- Si B es del segundo cuadrante, sera de la forma: (-,+).
- Si B es del tercer cuadrante, sera de la forma: (-,-).
- Si B es del cuarto cuadrante, sera de la forma: (+,-).

El radio r en trigonometria se toma siempre positivo. En consecuencia, los
signos de las razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes son:

Funcién CUADRANTE

I Il 1] v
seno + + - -
coseno + - - +
tangente + - + -
cosecante + + - -
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secante + - - +

cotangente + - + -

Reduccion de dngulos al primer cuadrante

Si se conocen los valores de las funciones trigonométricas para angulos del
primer cuadrante, es posible obtener, mediante relaciones y analizando el signo, los
valores de estas funciones para cualquier angulo superior a un o recto.

Reduccion del 2° cuadrante al 1°

. . . T . . .
El angulo o estd comprendido entre: > <a <, este angulo reducido al primer

cuadrante es: (n-a), sus funciones trigonométricas sor}:‘
n |

»

sen a = sen (n-a)

cos o = cos(r-a) \0‘

><V

Reduccion del 3° al 1° cuadrante

. . . T . . .
El angulo o estd comprendido entre:n<oc<3§, este angulo reducido al primer

cuadrante es:

(o - ), sus funciones son:

sen o = -sen (a-n) vA
cos a = -cos (a-7)

Reduccion del 4° al 1° cuadrante
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. . . T . . .
El angulo o estd comprendido entre:3§<oc<2n, este angulo reducido al primer

cuadrante es:

(2m-a). vA

sen o = - sen (2% - o)

cos a = cos (2x - ) /.\ .,
N

v" En el Il cuadrante los angulos se relacionan con el suplementario (x - o) y las
razones son las mismas con el signo correspondiente.

v" En el lll cuadrante los angulos se relacionan con los que difieren un llano (o + =), y
las razones son las mismas con el signo contrario.

v" En el IV cuadrante los angulos se relacionan con su opuesto (o -2w) y las razones
son las mismas con el signo contrario.

Relaciones entre las funciones trigonométricas de un mismo
angulo

Las relaciones entre las funciones trigonométricas de un mismo angulo, se
denominan formulas fundamentales, estas son:

sen®o +cos® o = 1 1+ tg2oc = sec’ o 1+ cotg2oc = cosec?a
sena Cos a 1
tgo = cotga = tgo =
Cos a sena cotga
seca = cosec a =
cos a sena
Valores de las funciones trigonométricas de angulos notables
o Funcioén
(grados) (Radianes) | gen cos tg cotg sec cosec
0 0 0 1 0 g em da 1 No definida
1
30 kil _ ¥3 ¥3 J3 2 ¥3 2
6 2 2 3 3
m V2 V2
45 — el Bt 1 1 V2 V2
4 2 2
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60 i Bl 73 V3 2 )3
3 2 2 3 3
90 g 1 0 No definida 0 No definida 1

Identidades trigonométricas

A continuacién se presentan identidades trigonométricas, muy utiles para la
resolucion de problemas:

sen(Xxty)=senxcosy+cosxseny
COsS(Xty)=COSXCOSy Fsenxseny

T
Cos (X + E) =-—sen X

T T
sen (E—y):cosy cos(E—y):seny
sen(n—-y)=seny Cos(n—y)=—-Cosy
sen(m+y)=-seny Cos(n+y)=-CcoOsy
sen(-y)=-seny cos(-y)=cosy
sen2x =2 sen Xcos X cos 2x = cos? X —sen? x
senizi [1—cosx cosizi [1+cosx
2 2 2 2
senx+seny:25enx+ycosX;y cosx+cosy:ZCosXercosX;y

Resolucion de triangulos

Como aplicacion de las funciones trigonométricas se considera la resolucién
de triangulos.

Resolver un triangulo implica obtener algunos elementos, como medidas de
angulos y/o de lados, dados otros elementos.

Se debe recordar que la suma de los angqulos interiores de un triangulo es 180°.

Resolucion de triangulos rectanqulos

Para resolver triangulos rectangulos se requieren dos datos que no pueden ser
las medidas de sus angulos interiores. Se utiliza el teorema de Pitagoras: “en todo
triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos.

aZ =b? +c?
Hipotenusa

Cateto c a
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Cateto b

Resoluciéon de triangulos oblicuangulos

Para resolver triangulos oblicuangulos se requieren otros datos que no pueden ser las
medidas de los tres angulos interiores. Resultan utiles los teoremas del seno y del
coseno.

Teorema del seno

A

En todo triangulo ABC se verifica: senx _ senp _ seny

a b c

Teorema del coseno

a2 = b2 +c2 —2bc cosa

b2 =a? +c? —2ac cosf3

c? =b” +a’ - 2ba cosy
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Trabajo Practico N° 7

Trigonometria

Angulos

1. Exprese los siguientes angulos en:
a) radianes

0°, 15°, 22° 30', 45°, 60°, 75°, 90°, 120°, 135°, 150°, 180°, 210°,225°, 240°, 270°, 300°,
315°, 330°, 360°

b) en grados

g, g 2%, 5%, 7%, 4%, 9%, 11%,%, 3%, 3%,, 8%, 6;, 3m, 5m, 6n
2. Realice las siguientes operaciones:

a) 20° 15 35”7 + 30° 25’ 45”

b) 40°55 157 + 30° 40’ 25”

c) 55°18 45" +80° 15’ 57

d) 40°45 45" -30°25 25”7

e) 55°15°35”-30°5 157

f) 68°25 157 -30° 10’ 5”

Funciones trigonométricas

s . . sy T T .
3. Utilizando las funciones trigonométricas de gy 2 calcule las funciones

trigonométricas seno, coseno, tangente y cotangente de:

T T
a)7— b) —
) 12 ) 12

4. Determine el resto de las funciones trigopnométricas del angulo o sabiendo que:

3
a) sena = 5 y o se encuentra en el 1° cuadrante.
1 [o)
b) cosa = —5 y a se encuentra en el 2° cuadrante.

C) cosa = —% y o se encuentra en el 3° cuadrante.
d)tga = -3 y a se encuentra en el 4° cuadrante.
e) tga = % y o se encuentra en el 3° cuadrante.

5. Dibuje el angulo a, indique a qué cuadrante pertenece y calcule todas sus razones
trigonométricas en cada uno de los siguientes casos:
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b) COSOL:—% ysena >0
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6. Calcule los valores de las funciones trigonométricas de los angulos o y B de los

triangulos rectangulos:
a) b)

[u—

Identidades trigonométricas
7. Compruebe las siguientes identidades:

a) sena . seco = tgo

tga
b) 9% _ seca
sena
c) sec? o = coseco.seno + >
cotg“a

d) seno(coseca —seca) =1-tga

e) (seno + cosa)? = 2senc.coso. +1

f) cotga . seca = coseca

L 2sena cosa
g) cotg[i - ocj =

1+ cos? o — sen?q,

sena + cosa
h) = cosasena

seCa + cosecCa

Resolucion de triangulos

8. Resuelva el triangulo rectangulo de la figura sabiendo que:
a)a=180m ya= 36°20

b)a=15m yp=46°30’

c)a=10m vy a= 52° 20’ bl B
d) c=65m vy p=36° 40 o
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9. Resuelva el triangulo oblicuangulo
a)a=4,6m,a=43° y=59°

b) b =1000 m, o = 46° 20’, y= 59° 20’
c)b=8m, c=6 a=30°

d) a= 10, b=6, c=8

Problemas de aplicacion

I) Dos observadores A y B ven un globo cautivo que esta situado en un plano
vertical que pasa por ellos. La distancia entre ellos es de 6 km Los angulos de
elevacion del globo desde los observadores son 45° y 74° respectivamente.
Calcule la altura del globo.

II) Un rio tiene las dos orillas paralelas. Desde los puntos A y B de una orilla
se observa un punto C de la orilla opuesta; las visuales forman con la
direccion de la orilla unos angulos de 45° y 60°, respectivamente. Calcule la
anchura del rio sabiendo que la distancia entre los puntos Ay B es de 30 m.

III) Un barco A pide socorro y las senales son recibidas por dos estaciones de
radio B y C que distan entre si 80 km. La recta que une B y C forma con la
direccion Norte un angulo de 45°. B recibe senales con una direccion de 135°
con el Norte, mientras que C las recibe con una direccion de 105°con el Norte.
¢A qué distancia de cada estacion se encuentra el barco?

IV) Calcule la longitud que debe tener una escalera en una planta fabril para
que su altura sea 4 m y el angulo con el plano del piso sea 59° 01".

V) Un ingeniero agronomo necesita conocer el ancho de un rio para definir las
parcelas de siembra. Para ello un topografo coloca un teodolito en un punto A
de la margen derecha del rio, apuntandolo hacia el punto B en la margen
opuesta. Luego camina 400 m de A hacia C, si el angulo con el que ve el punto
B es 28°:cual es el ancho del rio?

VI) La estructura molecular del agua esta formada por dos atomos de
hidrégeno y uno de oxigeno. ¢Cual es el angulo formado por los enlaces?
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FIGURAS Y CUERPOS
GEOMETRICOS

Figuras y Poligonos

Si se considera un multilatero simple cerrado, este divide al plano en dos
regiones: una interior y otra exterior. Una figura geométrica puede definirse como el
conjunto de puntos que constituyen a ese multilatero (es la frontera o elemento de
separacion).

Se define a un poligono (poli: muchos y gonos: angulos) como el conjunto de
puntos de una poligonal cerrada y todos los puntos interiores a ella.

En el esquema que sigue se puede observar a abcde como un multilatero simple
cerrado (es una figura).

La region interior se denomina poligono abierto.
La unién del poligono abierto y el multilatero se denomina poligono cerrado abcde.

Cc

Cc

Multilatero abcde Poligono abierto abcde Poligono cerrado abcde

Elementos de un poligono

Las caracteristicas de un poligono dependen de la posiciéon de los puntos a, b,
¢, d, e que se denominan vértices.

Los segmentos determinados por pares de vértices consecutivos se denominan
lados del poligono.

Son lados del poligono abcde: ab, E,Eﬂ,%y%

Los segmentos determinados por pares de vértices no consecutivos se
denominan diagonales.

c Son diagonales del poligono abcde: ac,ad,bd,be,ce,
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Angulo interior: angulo formado por dos lados
C . . .
consecutivos considerando sean también puntos
b d interiores del poligono.

Angulo exterior: esta formado por uno de los
a e lados de la poligonal y la prolongacién del
consecutivo.

Clasificacion de los poligonos segun el nimero de lados

Los poligonos reciben nombres particulares de acuerdo con el numero de lados
que presenten:

Numero de Nombre Numero de Nombre
lados lados

3 Tridngulo 9 Eneagono

4 Cuadrangulo 10 Decéagono

5 Pentagono 11 Undecagono
6 Exagono 12 Dodecagono
7 Eptagono 15 Pentadecagono
8 octégono 20 icosagono

Poligonos regulares

Si un poligono tiene sus lados y sus angulos congruentes se denomina
poligono regular. Como ejemplos se veran triangulos y cuadrilateros.

Tridngulos
Los triangulos son poligonos de tres lados.
Los elementos de un triangulo son los siguientes:
Veértices: a, b, ¢

Lados: %, E ca

o>

NN
Angulos interiores: A,B

VANRVANRVAN
b Angulos exteriores: o, B, v

ha La altura h es un elemento
secundario importante e util para la
resolucion de una serie de
situaciones problematicas.

>0
o
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Clasificacion de triangulos

Los triangulos se clasifican: segun sus lados y segun sus angulos.
Segun sus angulos:
¥ Acutangulo: tiene sus tres angulos congruentes.

¥ Rectangulo: tiene un angulo recto
¥ Obtusangulo: tiene un angulo obtuso.

Segun sus lados:
% IsOsceles: tiene por lo menos dos lados congruentes A

% Escaleno: no tiene lados congruentes. &

% Equilatero: tiene los tres lados congruentes A

Cuadrildteros

Los cuadrilateros son multilateros de 4 lados, de acuerdo con sus
caracteristicas se distinguen los siguientes cuadrilateros especiales:

Trapecio: es todo cuadrilatero que tiene por lo
menos un par de lados paralelos

Los lados paralelos se denominan bases.

Paralelogramo: es un trapecio con los dos pares
de lados paralelos.

Rectangulo: es todo cuadrilatero que tiene todos
sus angulos rectos.

El rectangulo es también paralelogramo y trapecio
rectangulo isésceles.

<> Rombo: es todo cuadrilatero que tiene sus lados

congruentes.

Cuadrado: es todo cuadrilatero que tiene sus
lados y sus angulos congruentes.

Romboide: es todo cuadrilatero que tiene dos
pares de lados consecutivos congruentes.
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Propiedades de los lados y de los angulos
Trapecio
Tiene un par de lados paralelos

Trapecio rectangulo: tiene ademas un par de angulos rectos.

Trapecio isosceles: ademas los lados distintos de las bases son congruentes y los
angulos adyacentes a cada base son congruentes.

Paralelogramo

l
' \ Cumple la propiedad de los trapecios y
ademas por definicibn en  todo
paralelogramo los lados opuestos son
paralelos. Ademas, en todo paralelogramo
a T d los lados opuestos son congruentes y los
angulos opuestos son congruentes.

Romboide

Todo romboide tiene dos pares de lados
consecutivos congruentes y un par de
angulos opuestos congruentes.

Rectangulo
H L] . .

Todo rectangulo ademas de |las
B - propiedades enunciadas para trapecios y

paralelogramos tiene sus  angulos
congruentes y son rectos.

Rombo

Un rombo es un paralelogramo y un
romboide por lo tanto cumple contadas las
propiedades de estos cuadrilateros y
ademas tiene sus lados congruentes.

El cuadrado cumple con todas las propiedades de los lados y angulos
enunciadas para las distintas clases de cuadrilateros.

Circunferencia

La circunferencia de centro ¢ y radio r se define como el conjunto de puntos del
plano cuya distancia c esigual ar.
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Perimetros y Areas de poligonos
Perimetros

Perimetro de un poligono

Se llama perimetro de un poligono a la suma de los lados del mismo.

Por ejemplo, el perimetro del poligono abcde es:

Per. abcde=ab + bc +cd+ de + ea

Perimetro de un poligono regular

En un poligono regular, todos los lados son iguales, por lo tanto el perimetro es
igual al producto de la longitud de uno de los lados (L) por el nimero de lados (n).

Per. Poligono regular =n . L

Perimetro de una circunferencia de radio r y diametro D es:

Per. Circunferencia= 2n.r=n. D

Areas

v" Area del rectangulo: es el producto de la longitud
de su base b por la longitud de su altura h.

Area rectangulo=b . h

v" Area del cuadrado: como la base es igual a la altura

Area cuadrado= I

v" Area del paralelogramo: como un paralelogramo es
equivalente a un rectangulo que tenga base y altura
congruentes

Area paralelogramo=b . h

v" Area del triangulo: como un tridngulo es equivalente
a un paralelogramo que tiene la misma altura h 'y cuya
base sea igual a la mitad de la base de un triangulo.

Area triangulo = %b.h
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v" Area del trapecio: como un trapecio es equivalente b,
a un triangulo que tiene la misma altura h y cuya B
base sea igual a la suma de la bases del trapecio.

Area trapecio = %(b1 +bo)h

v" Area del rombo: se consideran las diagonales d1y d2.

Area rombo = 1

v" Area del romboide: se consideran las diagonales d; y d,.

Area romboide = %(d1.d2)

v Area del circulo: considerando radio r

Area circulo = & r?

Cuerpos geométricos

Las areas (A) y volumenes (V) de los mas utilizados cuerpos geométricos se
detallan a continuacion.

Prisma
Cuerpo geométrico cuyas bases son dos poligonos iguales y paralelos y sus caras
laterales son paralelogramos. )
Superficie = Area lateral + area de las bases superior e inferior
Si se llama B al area de la base, y el area lateral de cada
una de las 5 caras es A, = a.h, entonces:

Agisma= 5 AL+ 2B
EJ\ Volumen= Superficie de la base . altura
B Vprisma= B.h
a
Ortoedro

Prisma cuyas bases son dos rectangulos.
Siles el largo, a es el ancho y h la altura, entonces

Aortosdro= 2(ah +al+ hl)

h Volumen= Superficie de la base . altura
Vprisma=a . |. h
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Cubo
Ortoedro en el que las tres dimensiones son iguales.

1 Acubo= 6 |2

-3
chbo_ I

Piramide
Cuerpo geométrico cuya base es un poligono cualquiera y sus caras laterales
triangulos.

V|

Si se llama B al area del poligono de n lados que
constituye la base, y el area lateral de cada uno de los

h triangulos que forman sus n caras es A, entonces:
v -
ﬂ Apirémide_ B+n AL
1
Vpirémide - gBh

Cilindro
Es el cuerpo geométrico engendrado por la revolucién de un rectangulo alrededor de
uno de sus lados

La superficie de la base B= nr? y el area lateral es A =

C 5 27rh, entonces:
Acilindro= B+ A|_=T|5r2 + 2nrh
— 2
Veiingro = T~ N
Cono
Es el cuerpo geométrico engendrado por la revolucién de un triangulo rectangulo
alrededor de uno de sus lados.

Siendo r el radio de la base, h la altura y g generatriz del
cono

g
Acono= Tr(g+r); g =vh? +r2

1
Veono = §nr2h

Esfera
Cuerpo geométrico engendrado por la revolucion completa de un semicirculo
alrededor de su diametro.

Siendo r el radio

Acstera= 4nr?

4
Vestera = §Tl:r3
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Trabajo Practico N° 8

Figuras y Cuerpos geométricos

1. Calcule la altura de un triangulo equilatero cuyo lado mide 12cm.

2. Determine el valor del perimetro y el area de los siguientes poligonos:
a) Rectangulo cuyas dimensiones son b=6 my h=14 m
b) Cuadrado de lado 1=6,25 cm
c) Paralelogramo cuya base es 24 cm y la altura es la mitad de la base.
d) Rombo cuyas diagonales son d{=15,28cm y d,= 7,85 cm

3. Calcule el area y el volumen de un ortoedro de dimensiones 4cm, 4cm y 18 cm,
respectivamente.

4. Halle el area lateral total y el volumen de un prisma hexagonal regular cuya arista
lateral mide 6 cm y la arista de la base 3 cm.

5. Halle el area total y el volumen de una piramide cuadrangular regular cuyas aristas
miden:
10 cm las de la base y 12 dm las laterales.

6. Un prisma cuadrangular regular tiene 10m de arista de la base y 15m de altura.
Calcule la superficie lateral total y volumen.

7. Un prisma hexagonal regular tiene 25m de perimetro de la base y 2,85m de altura.
Calcule su area total.

8. Calcular el volumen de un ortoedro de 3cm, 4cm y 6¢cm de arista.

9. Una piramide cuadrangular regular tiene 6m de la arista de la base y 5m de arista
lateral. Calcule su area total.

10. Calcule el volumen de una piramide triangular regular de 8m de lado de la base y
3m de apotema lateral. (apotema: distancia al centro de cada lado)

11. El 4rea total de una piramide hexagonal regular es 225 m? y el perimetro de su
base 36 m. Calcule su apotema lateral y su altura.

12. 30.- Determinar el area lateral y total de una piramide hexagonal regular de 36 cm
de lado y 3m de apotema de la base.

13. 4, Cual sera la superficie lateral del cilindro engendrado por un segmento de 4,5 cm
de longitud al girar alrededor de un eje paralelo a él y del que dista 3,5 cm.

14. Un rectangulo de 4m de base y 3m de altura gira alrededor de ésta. Calcular la
superficie
total del cilindro engendrado.

15. Un triangulo rectangulo de 3cm de base y 2cm de altura gira alrededor de esta.
Calcular la superficie total del cono engendrado.
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16. Calcular el volumen de una piramide cuadrangular regular de 38m? de area lateral
y 46m? de area total.

17. Calcular la superficie total y volumen de una esfera que tiene un diametro de 44
cm.

18. Calcule el volumen de los siguientes cuerpos:

a) Prisma cuadrangular de 6 cm de lado y 22 cm de altura.
b) Cilindro de de 6 cm de radio y 28 cm de altura.

¢) Cono de 3 cm de radio y 10 cm de altura

d) Piramide triangular, lado de la base 4,5 cm, altura 12 cm.

Problemas de aplicacion

I) Un deposito en forma ortoédrica tiene una capacidad de 60001. Si mide 6,75
m de largo y 3,8 m de ancho, calcule su altura

II) Calcule cuantos litros de agua caben en un depésito de forma esférica y que
tiene 1m de radio.

III) ¢Cuanto pesa una esfera de hierro maciza que tiene 0,5 m de radio?
Datos: densidad del hierro=7,8

IV) Calcule cuantos litros de agua caben en un deposito de forma ortoédrica de
dimensiones 20m, 10m y Sm

V) Calcule la cantidad de calor que hay que suministrar a una piscina de 15m
de longitud, 6m de ancho y 3m de altura, si el agua esta a 28 °C para que se
incremente en 2 °C.

VI) En una fabrica de helados se fabrican cucuruchos de 6 cm de diametro y
12 cm de altura. Si el cono se llena con helado y sobresale 8 cm del borde,
siendo su nuevo diametro 8 cm, indique el volumen de helado que se necesita
para elaborar cada unidad individual.

VII) Una fabrica cuenta con un depoésito de leche pasteurizada de forma
cilindrica, cuyas dimensiones son 2 m de diametro y 3 m de largo, ¢Cuantas
cajas Tetrabrik de 1 1 pueden llenarse con el volumen de este deposito?
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Magnitudes Vectoriales

Como se expresé anteriormente, si bien las magnitudes escalares tienen
unicamente como variable a un niumero que representa una determinada cantidad, por
ejemplo la masa, la presion, el volumen, la energia, la temperatura, las magnitudes
vectoriales son aquellas que ademas del mdédulo (o valor absoluto) poseen direccion
y sentido. Son ejemplos de magnitudes vectoriales el desplazamiento, la velocidad, la
fuerza, el peso de un cuerpo, etc.

1. 6. Representacion de magnitudes vectoriales

Las magnitudes vectoriales se representan mediante vectores. Un vector se
representa por un segmento orientado, dibujado como una flecha, que queda
caracterizado por los siguientes elementos: su longitud, intensidad o médulo, siempre
positivo por definicion; su direccién, determinada por la inclinaciéon con respecto a la
horizontal de la recta a la que pertenece el vector; y su sentido, que se indica en el
extremo del mismo con una flecha (ver Figura 1.2).

—> direccion
m—> sentido

maodulo

Figura 1.2. Elementos de un vector

—

La representacion simbolica es por ejemplo @ y se lee vector a y para la
grafica se debe adoptar una escala de representacion.

Si se tiene una grafica a escala y se desea conocer el médulo del vector, se
debe medir el vector con una regla y multiplicar este valor con su correspondiente
unidad por la escala de representacion.

Por ejemplo, si se desea conocer el modulo de un vector fuerza, cuya
representacion grafica mide 6 cm y la escala corresponde a 2 N/cm, del médulo del
vector fuerza es igual a:

N
6cm.2— =12N
cm
El moédulo de un vector se indica con las barras de valor absoluto, es decir:

|a| y se lee mddulo del vector a.
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1.6.1. Tipos de vectores
A continuacién se presentan algunos tipos de vectores.
Vectores colineales

Son aquellos vectores que poseen la misma direccién (una misma linea de
accion) (Fig. 1.3).

B b_. —’__’_/9/?-“
_4/——
.

Figura 1.3. Vectores colineales
Vectores concurrentes

Son aquellos vectores cuyas lineas de accion, se cortan en un solo punto (Fig.
1.4).

\s
......... N —Pp -
7\ —_—
7’
- b
.
.
.
. C

Figura 1.4. Vectores concurrentes
Vectores iguales

Son aquellos vectores que tienen la misma intensidad o médulo, direccién y
sentido.

R
T &
Figura 1.5. Vectores iguales

Vectores coplanares

Se encuentran en un mismo plano (ver Figura 1.6)

/L)

Figura 1.6. Vectores coplanares
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1.6.2. Formas de expresion de vectores

Los vectores pueden expresarse en tres formas: cartesiana, polar y mediante
vectores unitarios.

1.6.2.1. Expresion en forma cartesiana

La forma cartesiana de un vector resulta al realizar la descomposicion del
mismo en sus componentes cartesianas o rectangulares, es decir las componentes del
mismo en el eje x y en el eje y. Para ello se sigue una serie de pasos, por ejemplo si

—

se desea realizar la descomposicion cartesiana del @ (ver Figura 1.7):

Figura 1.7. Descomposicion cartesiana de un vector

Los pasos son:

—

1. el origen del vector d se debe hacer coincidir con el origen de un sistema de
coordenadas cartesianas u ortogonales (con ejes x y y), puede observarse que el
vector forma un angulo o con el gje x

—_

2. se realizan las proyecciones perpendiculares del vectord, es decir las

—

proyecciones del vector sobre el eje x y sobre el eje y que se denotan como axy ay.

3. se calcula el médulo de estas componentes aplicando trigonometria, es decir:

|ax| = |a‘.COSOL y |ay| = |a‘.senoc
Las componentes resultantes de la descomposicién del vector pueden utilizarse

para especificar el vector, & =(a,,a,), siendo ay y a, los médulos de la componente
horizontal y vertical del vector, respectivamente. El médulo del vector se define como:

- —2 —2
Bl =1lexl " <ley]
Expresiéon en forma polar

Si se conocen las componentes cartesianas del vector, se puede conocer la
expresion del vector a en forma polar. Los pasos a seguir son los siguientes:
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—

1. Elmddulo de @ se calcula mediante el Teorema de Pitagoras puesto que el médulo

ded es la hipotenusa del triangulo rectangulo de cateto adyacente al angulo o, a, y
cateto opuesto a dicho angulo, a, (Figura 1.7.). Entonces:

- =2 =2
[ =] +lay|

2. La direccién del vector queda determinada por el angulo «, que se puede calcular
como sigue:

tgoc:m:mc:arctga—y|

lax| lax]
Entonces un vector en forma polar se expresa como: a = (|8}, o) o bien (ja|/ o)

1.6.2.2. Expresion con versores

Se define a un versor o vector unitario como un vector que tiene por médulo a
la unidad y su unica finalidad es describir una direccion en el espacio.
Un vector se descompone segun sus componentes en los ejes x, y y z, el

versor del eje x se denota como i y en coordenadas cartesianas es i =(1,0,0), el

versor del eje y es r =(0,1,0) y Kk =(0,0,1) es el versor del eje z. Ver Figura 1.8.

v

i 7

Figura 1.8. Descomposicion de un vector en funcion de los versores

- -> — —_—

El vector v de la figura se puede expresar como: V=Vl + VyJ + VZk

1.6.3. Operaciones con vectores
1.6.3.1. Suma de vectores

Sumar dos 0 mas vectores, consiste en representarlos por uno sélo llamado
resultante. Este vector resultante produce el mismo efecto que todos los vectores
juntos.

Se debe tener en cuenta que la suma vectorial no es lo mismo que la suma
aritmética.

La suma de vectores se puede resolver por métodos graficos y por métodos
analiticos.

1.6.3.1.1. Métodos graficos
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Dentro de los métodos graficos se distinguen el método del
paralelogramo, el del triangulo y el del poligono.

Método del Triangulo

Se aplica exclusivamente en el caso de dos vectores concurrentes y
coplanares.

Para aplicar este método se unen los dos vectores, uno a continuacién del otro,
de manera que formen un triangulo, el vector resultante R se encontrara en la linea

que se agrego para formar el triangulo y su punto de aplicacién coincide con el origen
del primer vector. Observar la Fig. 9.

a —_—
—\\R
a
---.\‘----L’ ..... —
N b

Figura 9. Suma de vectores por el método del triangulo
Método del Paralelogramo

Se aplica tanto para dos vectores como para la adiciéon de cualquier nimero de
vectores.

Si se considera el caso de dos vectores coplanares, para encontrar la
resultante se unen vectores por el origen de los mismos de manera de formar un
paralelogramo. El vector resultante se encuentra en la diagonal principal del
paralelogramo, su origen coincide con el origen de los vectores. (Observar la Fig. 1.10)

Figura 1.10. Suma de vectores por el método del paralelogramo

Para sumar mas de dos vectores, se aplica el método a los dos primeros y se
obtiene una resultante, luego se repite la aplicacion del método a la resultante y al
tercer vector y asi sucesivamente.

Método del Poligono o de la poligonal

Este método se aplica en al caso de dos o mas vectores coplanares. El
método consiste en unir los vectores uno a continuacion de otro, a continuacién se une
el origen del primer vector con el extremo del ultimo de manera de obtener asi el
vector resultante o vector suma. (Observar la Fig. 1.11)
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Figura 1.11. Suma de vectores por el método del poligono

1.6.3.1.2. Método analitico

Si se tiene que realizar la suma de vectores colineales, la resultante surge de la
suma algebraica de los médulos de los vectores considerando si es positivo o negativo
de acuerdo con el sistema de referencia (ejes coordenados cartesianos).

Si los vectores son coplanares, éstos se descomponen en un sistema
de coordenadas cartesianas, de manera que cada componente de la resultante se
obtiene sumando algebraicamente las componentes de cada vector. A partir de esas
componentes se encuentra el médulo y la direccion del vector suma.

Por ejemplo, si se desea sumar dos vectores aplicando el método
analitico, siendo

a =(3/45°)y b = (4/0°):
a) Se descomponen estos vectores en sus componentes cartesianas (es decir los
modulos de cada componente)

a= |ajcosa =3 . cos 45°= 3. 0,7071=2,1213 =21
a,= |a|sena =3 . sen 45°= 3. 0,7071=2,1213 = 21

by= |p|cosp=4 . cos 0°= 4
b,= |bjsenp=4 . sen0°= 0
b) Las componentes cartesianas de la resultante son:

r=ax+by=21+4=61
r,=a,+b,=21+0=2,1

La resultante es R = (6,1;2,1)

c) Se calcula el médulo y la direccion del vector resultante:

RI=yrZ +12 =(61)? +(21)? =64513 =64

;
tgo=Y = % - 0,3442 = 0 = arctg 0,3442 = 1899° = 19°

Iy ,
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Se puede expresar como R = (6,4/19°), observar la Fig. 1. 12.

A
y
b
’ U f
ay E
— » N » XV
Ay by

Figura 1.12. Suma de vectores por el método analitico

Si los vectores a sumar estan expresados con sus vectores unitarios, se debe
realizar la suma componente a componente. Por ejemplo si se desean sumar los

vectores @ =ayl +ay] +azk
yb =byi +byj +bK  lasumaes:

a +b =(ay +by)i +(ay +by)j +(az +by)k

1.6.3.2. Diferencia de vectores

Si se aplica el método analitico se debe considerar el signo de las
componentes del vector con respecto al sistema de ejes cartesianos.

Si se considera el método grafico se puede aplicar el método del triangulo o
bien el del paralelogramo.

Si los vectores a restar estan expresados con sus vectores unitarios, se debe
realizar la diferencia componente a componente.

Método del Triangulo

Para aplicar este método, en la diferencia de vectores, se unen los dos
vectores por el origen y luego se unen los extremos. En la Fig. 1.13 se indica la

diferencia ;—b

Figura 1.13. Di\ferencia de vectores por el método del triangulo

Método del Paralelogramo
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Para realizar la diferencia a —b aplicando este método se invierte el sentido

del vector sustraendo (con signo negativo); y se sigue el mismo procedimiento para la
suma de vectores por el método del paralelogramo (ver Fig. 1.14).

Figura 1.14. Diferencia de vectores por el método del paralelogramo

1.6.3.3. Producto de un vector por un escalar

El producto de un vector por un escalar tiene como resultado a otro vector que
posee la misma direccion que el vector original pero su moédulo es el producto del
modulo del vector por el escalar.

Por ejemplo, sea & = (3/450), si se multiplica por el escalar (numero real) 2, el
resultado es @ = (6/450), si el vector estuviera expresado en forma cartesiana,

por ejemplo 5:(2,3) y se debe realizar una multiplicacion por el escalar 5, se

multiplican cada una de las componentes por dicho escalar, entonces 5. b = (1015)

1.6.4. Producto ESCALAR de vectores

El producto escalar o interior de dos vectoresi y V se denota como U e V , por
ello también se denomina producto punto y es igual a:
UevV = |J| |7| cosa
Siendo a el angulo comprendido entre ambos vectores.
El producto escalar de dos vectores expresados en forma cartesiana, por
ejemplo, U=(uyU,) y V=(vyV,) es igual a:
U @ V=(UyUy) ®(Vx,Vy) = Uy Vi + Uy .V,

Como se ve, el resultado del producto escalar de dos vectores es un nimero real.

Si se conoce el valor del producto interior de dos vectores expresados en forma

cartesiana, se puede calcular el angulo comprendido entre ellos

<}

[y}

| Gev

cosa = 6 =cos

v lu

Y

|—>

[
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Si se desea realizar el producto interior de U=(2,4) y v=(0,-1) y calcular el
angulo comprendido, el producto es:

Uev=(24).(0,-1)=(2.0) + (4. (-1))=- 4
Para calcular el angulo comprendido se necesita conocer el médulo de los vectores

que es:

|G|=x/22 +42 - 20 |§|=\/o2 +(=1)2 =1

Con esto se calcula:

ﬁ - % = 0,894 = o = cos™ (—0,894) = 153,43°
ujfv .

Si  los vectores tuvieran tres componentes, por ejemplo sea

cosa =

—_—

a =ayi +ayj +azk
Y b =b,i + byj +b,K | se debe considerar que este producto es

ii=jj=kk =1.1.cos0° =1
distributivoyque ..., ., _. _ _,
ij =ik =jk =1.1.c0s90° =0

Por lo tanto:

- —

aeb = (axr + ayf + azf)o (bxr + byf + bzf)=
=(ay.by)+(ayby)+(azby)

v" El producto escalar ES CONMUTATIVO.

1.6.5. Producto VECTORIAL de vectores

El producto vectorial de dos vectores a y b se denota como a x b , por ello
también se denomina producto cruz, es igual a otro vector cuya direccion es
perpendicular a los dos vectores y su sentido seria igual al avance de un

sacacorchos al girar de aab (ver Fig.1.15). Su médulo es igual a:

56| <[a] b semw

Dra. Lucrecia Chaillou 94



Facultad de Agronomia y Agroindustrias Matematicas Curso de Ingreso 2013

axb

Figura 1.15. Esquema del producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial de los vectores @ =ayi +ayj +azk y

—_—

b = bxi + byj + bzk , Se puede calcular aplicando la definicién que indica que:

—_

axb =(ayb, —a,by)i +(asby —axb,) | +(axby —ayby)k

0 bien aplicando determinantes:

[ ik
a xb=lay ay a,
by by b,
— — f(lay a,|- Ja - [@x ay|l~—
axb=[| Y Zli-["* TFj+ " yk)
[by b, b, b, by by

v" El producto vectorial NO ES CONMUTATIVO.

v El producto vectorial de dos vectores paralelos es igual a 0 (recordar
que en este caso ¢= 0° 0 180° y sen ¢ =0)
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Trabajo Practico N°9
Magnitudes Fisicas

Magnitudes vectoriales

1. Represente a escala los siguientes vectores:

a) (4/35°)

b) (6/45°)

c) (2/50°)

d) (3/70°)

e) (8/0°)

f) (1/60°)
2. Dada la longitud de la representacién grafica del vector y las escalas siguientes
indique el moédulo del vector:

a) L= 3 cm, escala: 1cm: 3 m/s
b) L=4 cm, escala: 1cm: 10 km/h
c)L=7 cm, escala: 1cm: 9 N

d) L= 14 cm, escala: 1cm:4 N

3. Indique la expresion cartesiana de los siguientes vectores, represente graficamente
en ejes coordenados cartesianos:

a) (10/25°)
b) (4/35°)
c) (6/45°)
d) (2/50°)
e) (21/60°)
f) (3/70°)
g) (16/90°)
h) (8/0°)
i) (21/135°)
i) (1/180°)
K) (4/220°)
) (6/270°)
m) (5/360°)

n) (7/345°)
4. Encuentre la expresion en forma polar de los siguientes vectores y represente
graficamente en ejes coordenados cartesianos:

a) (2,2)
b) (-1,v3)
c) (1,-1)
d) (-3,0)
e) (0,-4)
f) (0,16)
g) (3,9)
h) (4,6)
i) (-1,0)
j) (0,-1)
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k) (12,4)
) (3,6)
m) (5,15)
n) (2,-4)
5. Dados los siguientes vectores expresado en forma cartesiana, expréselos utilizando
versores.

6. Aplicando los métodos del paralelogramo, del triangulo y del poligono, calcule la
suma de los siguientes vectores:

a)a =(3/45°) y b =(2/15°%)
b)a =(4/25°) y b =(2/90°)
c)a =(3/60°) y b =(2/135°)
d)a =(1/45°) y b =(2/180°)
fla =(5/30°) y b =(2/135°)
g)a =(10/25°) y b =(20/150°)
h)ya =(1/30°) y b =(2/230°)

7. Aplicando el método del poligono encuentre la resultante de la suma de los
siguientes vectores:

a)a =(3/45°) , b =(2/15°)y ¢ =(1/0°)

b)a =(3/45°) , b =(2/15°)y ¢ =(1/25°)

c)a =(3/60°) , b =(2/135°) y ¢ =(2/90°)

d)a =(5/30°) , b =(2/90°)y c =(4/60°)

e)a =(3/25°) , b =(4/45°)y ¢ =(5/75%)

fa =(4/180°) , b =(2/270°)y ¢ =(1/0°)

g)a =(6/120°) , b =(10/45°) y ¢ =(12/150°)
h)a =(2/45°) , b =(2/270°)y ¢ =(1/130°)

8. Determine el vector resultante de la diferencia de los siguientes vectores:

a)a =(3/45°) y b =(2/15°)
b)a =(4/25°) y b =(2/90°)
c)a =(3/60°) y b =(2/135°)
d)a =(5/30°) y b =(2/135°)
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f)a =(30/25°) y b =(20/150°)
g)a =(4/30°) y b =(2/230°)
h)a =(14/30°) y b =(7/60°)

9. Realice las operaciones i) a +b i) a-b y i) b —a con los vectores dados:
a)a:3|+21+5k b:1|+2]+4k

bya =3i -2 +10k b =10i +3] —4k

c)a =1i -2j -5k b =-1i +12] +4k

d)a =6i +2j +4k b =14i -2j —14k

e)a =4i +8) +9k b =1i +2] +4k

fla =14i +2] -5k b =-11i +2j -6k

10. Determine el vector resultante del producto de los siguientes vectores por los
escalares:
i) V2; ii) 4; iii) -3

a) 10/25°)

21/60 )

(

(

(

(

(

(16/90°)
h) (8/0°)

(21/135°)

(1/180°)

(4/220°)

(6/270°)
m) (5/360°)

(

n) (7/345°)

11. Calcule el producto escalar ue vy el angulo comprendido entre estos vectores:
a) u=(23),v=(5-7)
b) U= (-6,-2),v =(4,0)
c) u=(1-54),v=(3323)
d) u=(-223),v=(17-4)
e) u=(22),v=(0-7)
f) u=(28),v=(50)

12. Calcule el producto escalar de los vectores a y b si:
a) | | 3y|§|:9 y el cos a =30°

b) |a|:4y|g|:8 y el cos a =60°
c)| | 5y|§|:5 y el cos a =135°
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d) |§|:2y|§|:5 y el cos a =90°
e) |eT| =10y |b_’| =145 y el cos a =225°
f) |§|:3 y|§|:9 y el cos a =390°

13.Sean u=(32-1),v=(02-3)yw=(26,7), calcule:
a) Vxw b) Ux(Vxw) c) (UxV)xw d)
(UxV)x(VxW)

14. Un auto recorre 12 km hacia el Norte y después 25 km en una direccién 60° al
Oeste del Norte. Determine magnitud y direccion del desplazamiento resultante del
auto.

15. Si sobre un cuerpo actuan las siguientes fuerzas: F1=4 N; F,= 10 N y el peso P=
25 N, determine las componentes de la fuerza resultante, obtenga el médulo y la
direccién de la misma con respecto al eje x.

F1A

v

16. Si un automovil se desplaza 120 km al Norte y luego 300 km al Oeste, cual es el
desplazamiento resultante?

17. Si sobre un cuerpo actuan las siguientes fuerzas: F;=4 N; F,= 15 Ny el peso P= 50
N, determine las componentes de la fuerza resultante, obtenga el médulo y la direccién
de la misma con respecto al eje x

Fi \45°

—>

18. Un dmnibus parte desde el kildbmetro 0 en Buenos Aires y recorre 300 km hasta
Rosario, luego continta al Este 250 km, indique el camino recorrido por el Gmnibus y el
desplazamiento resultante.
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